INntroducao as Funcoes

Funcdes e suas diferentes representacdes (nu-
mérica, algébrica e grafica); dominio, contra-
dominio e imagem; aplicacdes em situacoes
envolvendo a analise, interpretacdo e resolu-
cao de problemas em contextos diversos.

FuncGes sdo objetos matematicos que nos
permitem compreender como a variacdo de
uma grandeza influencia na variacdo de ou-
tra. Por isso elas sdo ferramentas essencias
para a compreensao, analise e tomada de de-
cisdo em diversas situacdes do nosso dia a
dia.

O estudo de funcGes nos permite, por exem-
plo, relacionar a area de um poligono com o
comprimento de seus lados, a distancia per-
corrida por um objeto com o intervalo de
tempo gasto no percurso e o valor da conta
de energia elétrica com o consumo de ener-
gia.

De um modo mais geral, funcGes s3o (teis
para o estudo do crescimento populacional,
disseminacdo de doencas, lancamento de fo-
guetes e satélites, interpretacao de exames
médicos, etc.
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O que o nosso batimento cardiaco, um terremoto ou a variacao das ac6es de uma empresa
na bolsa de valores possuem em comum? Os batimentos cardiacos podem ser monitorados a
partir de um sinal bioelétrico cujo grafico é representado em um eletrocardiograma, as ondas
sismicas produzidas por um terremoto podem ser observadas a partir do registro de um sis-
mografo e as variacGes dos valores das ac6es de uma empresa percebidas ao longo do tempo
podem ser facilmente visualizadas em um grafico.

Sismégrafo

Como nos fendmenos descritos acima, muitas situacoes e decisdes do dia a dia dependem do
reconhecimento de uma relacao entre duas grandezas e da analise de como a variacao de uma
delas influencia na variacdo da outra (Por exemplo, a distancia percorrida e o tempo transcor-
rido, a area de um poligono e o comprimento de seus lados, a absorcao de um medicamento
pelo organismo humano e o tempo desde a sua ingestao, valor da conta de energia elétrica e
consumo, quantidade de vereadores e a populacao etc). O tema funcdes trata da relacdo entre
grandezas, identificando um tipo especial de relacao. Funcdes sao uma ferramenta matema-
tica importante para descrever, analisar e tomar decisdes em diversas situacdes.

As funcdes, de maneira geral, conectam grandezas, medidas, conjuntos numeéricos e até varia-
veis que ndo podem ser quantificadas, ou seja, ndo numéricas, como, por exemplo, as variaveis
qualitativas estudadas pela Estatistica (classe social, cor dos olhos, local de nascimento, gé-
nero etc).

Funcao é um dos conceitos centrais da Matematica, e sua importancia transcende os limites
dessa ciéncia, sendo fundamental para descrever fendmenos em diversas areas do conheci-
mento, nao s6 nas mais préximas, como a Fisica, a Quimica, ou as Engenharias como também
em Biologia, Geografia, Sociologia, e em situacdes cotidianas diversas, como sera exemplifi-
cado nas atividades a seguir.

A nocao de funcao ndo surgiu ao acaso. E um instrumento matematico indispensavel para o
estudo quantitativo dos fendmenos naturais, tendo sua origem nos estudos desenvolvidos por
Kepler (1571-1630) e Galileu (1564-1642) sobre os movimentos dos planetas e a queda dos cor-
pos pela acao da forca da gravidade, respectivamente. Nesses estudos era preciso medir gran-
dezas, identificar regularidades e obter relacées que oferecessem uma descricao matematica
simples.

A aplicacdo da Matematica nas mais diversas areas é feita, na maioria das vezes, por meio da
nocao de modelo matematico. Um modelo matematico permite representar uma determinada
situacao ou fendmeno a partir de variaveis e de relacoes entre essas variaveis. Portanto, fun-
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coes sao fundamentais tanto na concepcao e construcdo de um modelo matematico como no
estudo desses modelos.

Pluviometria no Sistema Cantareira
e

As chuvas sdo a principal fonte de dgua para os reservatérios que abastecem as grandes cida-
des. Com base em dados passados, constréi-se uma média mensal esperada de chuvas. Em
periodos em que a chuva real é menor do que o esperado pode-se observar uma diminuicao
da quantidade de dgua armazenada no sistema.

O grafico a seguir apresenta a variacao pluviométrica (em milimetros) da chuva real e da
chuva esperada no Sistema Cantareira, que abastece a regido metropolitana de Sao Paulo,
no periodo de dezembro de 2013 (2013-12) a novembro de 2016 (2016-11).
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Figura 1.1: Volume de chuvas real e esperado no Sistema Cantareira

De acordo com o grafico acima:

a) Que grandezas estdo sendo relacionadas?
b) Em que més e ano houve a maior incidéncia de chuvas? E a menor?

c) Em que periodo(s) a diferenca entre a quantidade de chuva esperada e a quantidade real
de chuva superou 100mm?

d) Houve algum més em que nao foi registrada chuva na regiao do Sistema Cantareira?

e) 0 que pode ser observado nos meses de agosto de 2015 e marco de 2016?




Numeros triangulares |=|t|vu:|ac|e 2
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Considere a sequéncia de nimeros ilustrada acima. Ela é conhecida como a sequéncia dos
numeros triangulares. 0 n-ésimo nimero triangular, 7,,, é igual a quantidade total de circulos
congruentes necessdrios para formar um triangulo equildtero cujo lado tem n circulos. Por
exemplo, o quarto nimero triangular é T, = 10, porque sao necessarios 10 circulos congruen-
tes para formar um tridngulo cujo lado tem, 4 desses circulos.

a) Determine o 6°, 0 7° e 0 8° ndmeros triangulares.
b) Descreva o procedimento que vocé usou para determinar Tg, T5 e Ty no item anterior.
c) Determine o milésimo niimero triangular, T}

d) Descrevaum procedimento que permita determinar qualquer niimero triangular a partir
da sua ordem na sequéncia? Explique.

e) Quais sdo as varidveis relacionadas?

INTRODUGCAO AS FUNCOE
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Arranha-céu

.

Atividade 3

Imagine um arranha-céu de 40 andares cujas diferentes alturas que correspondem a alguns

andares estao representadas na tabela abaixo.

4

10

N[ IR RAGGETS Caragem (0) [ 1 | 2 |3
Altura (metros) -1 317 | M

15

91

Considere que a altura de um andar é medida a partir do nivel da rua até o piso
desse andar e que a altura entre os andares seja sempre a mesma, conforme o

esquema abaixo.

a) Qual a altura entre os andares?

b) Qual a altura do 10° andar?

c) O que significa o sinal negativo do andar da garagem?

d) A que andar corresponde a altura de 91T m?

e) Qual é a altura total desse prédio?

f) Realize uma pesquisa na internet e descubra o maior arranha-céu brasileiro atualmente.
Dividindo a altura total desse arranha-céu pela quantidade de andares, determine a al-

tura média de um andar.
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Vamos identificar juntos quais sao as caracteristicas comuns presentes em cada uma das si-
tuacdes anteriores. Em todas elas ha pelo menos dois conjuntos bem determinados cujos ele-
mentos estdo sendo relacionados. Nessa relacdo, cada elemento de um desses conjuntos esta
associado a um Unico elemento do outro conjunto.

Na Atividade: Pluviometria no Sistema Cantareira, um dos conjuntos se refere ao tempo e é
determinado pelos meses do ano, no periodo de dezembro de 2015 a novembro de 2016. O outro
€ um conjunto numeérico que deve conter todos os possiveis valores para o indice pluviométrico
do Sistema Cantareira em milimetros. A relacao representada no grafico pela linha azul associa
a cada ano-més o indice de chuva real naquele periodo. Ja a relacao representada pela linha
vermelha associa a cada més-ano o indice de chuva esperada naquele periodo. Observe que,
em ambos 0s casos, para cada més-ano é associado um Unico indice pluviométrico.

Na Atividade: nimeros triangulares no plano, um dos conjuntos tem como elementos as ordens
dos termos da sequéncia, indicadas de maneira geral por n. O outro conjunto deve conter todos
0Ss possiveis nimeros triangulares T,,. Assim, a cada ordem n estd associado, sem ambiguidade,
o numero triangular T,.

Por fim, na Atividade: Arranha-céu temos cada andar do prédio sendo relacionado com sua
altura até o nivel da rua.

Nas trés relacdes apresentadas, cada elemento de um conjunto A esta associado a um Unico
elemento de um conjunto B. Uma relacao com essas propriedades é chamada funcao.

Funcao Dizemos que uma relacao f entre os elementos de dois conjuntos nao vazios, A e B,
é uma funcao de A em B se todo elemento do conjunto A estiver relacionado a um unico
elemento do conjunto B.

Assim, para cada x € A deve existir um Unico elemento y € B que esta associado a x pela
funcao f. Esse elemento y é também denotado por f(x):

nome da funcéo

[

y = f(x)

I

Imagem de x elemento do dominio

O conjunto A é chamado dominio da funcao f, o conjunto B é chamado contradominio de f e
0 subconjunto de B formado pelas imagens de todos os elementos de A é chamado conjunto
imagem da funcao f.
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De maneira geral, escreve-se:

f:A— B
v ()

Por exemplo, na Atividade: Pluviometria no Sistema Cantareira, se f é a funcao que associa a
cada ano-més o indice de chuva real naquele periodo, f(2014 — 3) = 200 nos informa que o
indice de chuva real observada na regiao do sistema Cantareira no més de marco do ano de
2014 foi de 200 milimetros.

Em uma funcao f de A em B, a dependéncia estabelecida entre as varidveisx € Aey € B per-
mite que y seja identificada como “variadvel dependente” e x como “varidvel independente’, uma
vez que os valores assumidos por y sdo determinados em funcao da variacdo de z no dominio.
Na atividade “Arranha-céu” por exemplo, a varidvel independente é aquela que representa os
andares e a variavel dependente é a altura do andar.

Adefinicdo de uma funcao f de Aem B exige que a cada elementox € A corresponda uma
imagem y = f(z) € B e que ndo haja ambiguidade na determinacao dessa imagem, ou
seja, que ela seja Unica. Asssim, nem toda relacao de A em ‘B é uma funcao. Por exemplo, a
relacdo que associa a cada pessoa o nimero de seu telefone nao é funcdo, pois a imagem
pode ndo ser Unica, ou seja, ha ambiguidade: algumas pessoas tém mais de um ndmero
de telefone. E além disso, nem todas as pessoas tém telefone.

PARA REFLETIR ~

Junto com seus colegas, reflita sobre a definicao que acabamos de ver. Vocés conseguem
pensar em outros exemplos de relacoes do seu dia a dia que possam ser consideradas fun-
coes? Descrevam algumas delas e compartilhem com o restante da turma, destacando os
conjuntos dominio e contradominio dessas funcoes.

J
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Colorindo o mapa

.

A imagem a seguir, que foi retirada do aplicativo Google Maps, exibe o transito na ponte Rio-
Niterdi e seus acessos em um determinado dia e hora. Varias informac6es podem ser obser-
vadas a partir dos elementos apresentados. Por exemplo, as cores nas vias informam a ve-
locidade média dos veiculos que trafegam por elas, conforme a legenda na parte inferior; a
distancia entre dois pontos quaisquer do mapa pode ser estimada usando a escala exibida no
canto inferior direito. Graficos como esse sao produzidos a partir das relacoes entre diversas
informacdes coletadas.

5] CAPITULD
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A tabela a seguir mostra os dados coletados sobre o tempo gasto pelos veiculos (em média)
para atravessar a ponte, ao longo de um dia.

PeriododoDia Tempo(min)  Cor  Velocidade Média (km/min)

5:00 - 7:00 13
7:00 - 9:00 18
9:00 - 11:00 15
11:00 - 13:00 15
13:00 - 15:00 16
15:00 - 17:00 16
17:00 - 19:00 23
19:00 - 21:00 14
21:00 - 23:00 13

a) Tomando como referéncia a ilustracao anterior e utilizando a escala de cores a seguir,
complete a terceira coluna da tabela com a cor que a ponte deveria estar colorida em
cada periodo do dia destacado. Descreva os critérios que vocé utilizou na escolha de
cada uma das cores e compare com os critérios dos seus colegas.

apipo [verde | [Tlaranial] NSRRI [WiSFom (cro
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b) Vocé precisou associar uma mesma cor para para periodos diferentes do dia. Por que?

c) Sabendo que a ponte Rio-Niterdi tem aproximadamente 13 km de extensdo complete a
quarta coluna da tabela com a velocidade média registrada em cada um dos periodos do
dia.

d) E possivel que uma mesma velocidade média esteja associada a dois tempos de traves-
sia diferentes? Por qué?

Na atividade anterior, observam-se diferentes relacdes entre os dados. Por exemplo, para cada
tempo de travessia é possivel associar uma Unica cor e uma lUnica velocidade média. Da mesma
maneira, a cada velocidade média estd associada uma Unica cor e um Unico tempo de traves-
sia. No entanto, a uma mesma cor é possivel associar tempos diferentes e velocidades médias
diferentes.

E funcao? Atividade 5

.

No contexto da atividade anterior sao observados diferentes conjuntos de dados: O conjunto
dos tempos de travessia da ponte, A = {13, 14,15, 16, 18,23}; O conjunto das cores que com-
podem a escala, B = {Verde, Laranja, Vermelho, Vinho}; e o conjunto de velocidades obti-
das, C. Considere as diferentes relacdes de dependéncias estabelecidas entre esses conjun-

tos. Quais sao funcdes?

DeAemB
DeBemA
DeAemC
DeCemA
DeBemC
DeCemB

Toda relacao de um conjunto A em um conjunto B pode ser identificada por um conjunto de
pares ordenados. Nesse caso, cada associacao entre elementos do conjunto A e elementos do
conjunto B fica representada por um par ordenado tal que o elemnto do conjunto A ocupa a
primeira posicao do par e o correspondente elemento do conjunto B a segunda posicao.

Por exemplo, se consideramos a relacao dos nimeros reais em si mesmo que, a cada nimero
real, associa o seu quadrado, os pares ordenados (1,1), (2,4), (v/3,3), (—=, 72) indicam elemen-
tos que estdo relacinados. J& os pares ordenados (9, 5) e (4,2), (v/2, —2) formados por ndmeros
reais, nao indicam ndimeros associados pela mesma relacdo, uma vez que 5 ndo é quadrado de
9,2 ndo é quadrado de 4 e —2 ndo é o quadrado de v/2.

Como funcdes sao um tipo especial de relacao, a mesma ideia se estende para representacao
das funcoes. Assim, os pares ordenados de uma funcéo f : A — B serdo da forma (z,y) em
quex € Aey = f(x) € B.



Nao é funcao! Atividade 6

Considere a relacdo formada por todos (a,b) de nimeros naturais tais que b é multiplo de a.
Assim, (2,4), (2,6), (3,6) e (9,9) sao pares ordenado dessa relacao, pois 4 € multiplo de 2, 6 é
multiplo de 2 e de 3 e 9 é mdltiplo de 9. No entanto, (4,2) e (7,17) sdo pares ordenados de
ndmeros naturais, mas nado sdo pares dessa relacdo.

.
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a) Exiba outros quatro pares ordenados dessa relacao.
b) Explique porque essa relacdo ndo é uma funcdo.

c) (5,405) é um par ordenado dessa relacdo. Quantos outros pares ordenados dessa rela-
cao tém 5 como primeiro elemento?

d) Dé exemplo de uma ou mais relacdes que ndo sejam funcdes. Ndo precisam ser exem-
plos numéricos.

(

Cada ponto do grafico a seguir representa uma das seguintes pessoas.

e Anténio

Mdrcia

a) Associe cada ponto do grafico a pessoa correspondente.

b) Arelacdo expressa pelos pares ordenados (idade, altura) apresentados no grafico é fun-
cao? Por que?
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*Adaptado de The Language of Functions and Graphs, Shell Centre for Mathematical Education
Publications Ltd., 1985.

Quando nos deparamos com uma funcao é fundamental identificarmos os conjuntos dominio
e contradominio, e @ maneira como os elementos desses conjuntos estdo relacionados. Tal
maneira pode ser muito variada, no entanto, principalmente quando os conjuntos envolvidos
sdo numeéricos, € comum considerar como contradominio o conjunto R. Por isso, daqui por
diante, quando estivermos considerando funcdes numéricas, o contradominio serd igual a R.

Em muitos casos, a forma de associacdo entre os elementos é dada por uma expressao anali-
tica. Vejamos alguns exemplos.

(I) Para calcular o perimetro de um quadrado de lado ¢ usa-se a expressdo P = 4¢. Percebe-
se entao que o perimetro esta relacionado com o lado. A partir dai pode-se definir a funcao
perimetro:

P:0,+oc[—= R ; P({) =4l

Da mesma forma a area de um quadrado de lado ¢ é dada por A = ¢2, que permite definir a
funcao:

A0, +oo[— R 5 A(l) = £2.

A varidvel £ pode assumir qualquer valor dentro do intervalo |0, +oo[ que é o dominio da funcdo
P . Se quisermos saber o valor do perimetro do quadrado de lado 5cm, basta substituirmos /¢
por 5 na expressao de P(¢). Ficamos assim com

P(5) =4 x 5= 20cm.
A drea do quadrado de lado 9cm é
A(9) = 92 = 81cm?.

(II) A férmula de Lorentz ja foi muito utilizada pelos médicos para o célculo do “peso ideal” p,
em kg, em funcao da altura h, em centimetros, do paciente.

h —150

p:0,300(= R ; p(h)=h—100—



em que k vale 4 para homens e vale 2 para mulheres.
Que tal usar a férmula acima para calcular o seu peso ideal?

(IIT) Imagine que um objeto é solto, a partir do repouso, de uma altura de 10 metros e percorre
uma trajetdria vertical em queda livre. Da Fisica, sabemos que sua altura h em metros medida
a partir do solo, em funcao do tempo t em segundos, quando desprezamos a resisténcia do ar,
é dada por

gt*

h:[0,4+00]—= R ; h(t)=10- 5

em que g representa a aceleracdo da gravidade em m/s?.metros por segundo ao quadrado.

Fazer a variavel tempo assumir o valor ¢ = 0 segundos na expressao de h(t) significa que esta-
mos medindo a altura no inicio da contagem do tempo, ou seja a altura inicial do corpo. Nesse
caso teremos
2
ho) =10 2% _ 1o
2

Se por exemplo, quisermos saber em quanto tempo o corpo chegard ao solo, o que devemos
fazer? Como a medicao é feita a partir do solo, dizer que o objeto chegou ao solo € o mesmo que
dizer que suaaltura éiguala 0. Portanto, precisamos descobrir o valor da variavel t, de maneira
gue h(t) = 0. A partir da expressao de h(t) e aproximando g por 10m/s?, obtemos 10 — 5t? = 0,
donde concluimos que t = V2 aproximadamente.

Praticando a notacao Atividade B8

.

Considere as funcées f, g, k e h, todas de dominio R, tais que:

flx) = 32> + 52 ; g(:r)zfg—:rlg i k(x)=(x—-2%4+6 ; hz)=20-7

Determine o valor de:

-n
c
=}

N
[\ 113
(o]

~Valor |

~
=

[\

[\)
| — | —

[ TR || T
—~| === =]~

~
|

W

~—

k(0)
x quando h(z) =
x quando h(z) =
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Enchendo o cone Atividade 9

.

0 reservatdrio representado a seguir tem a forma de um cone cuja altura é 6m e a base é um
circulo de raio 3m. O volume V' em litros de dgua no reservatério pode ser estimado a partir
altura do nivel da dgua i (em metros) de acordo com a seguinte expressao:

V(h) = 250h3

a) Determine V/(2),V(3) e V(4) e explique os seus significados no contexto.
b) Quais os volumes de dgua, minimo e maximo, que o reservatério comporta?

c) A que altura do nivel da dgua corresponde o volume igual a 3456 litros?

Uniformemente variado Atividade 18

.

A posicao S (em quilémetros), medida a partir de um referencial, de um veiculo que se desloca
segundo um movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) é dada em func&o do tempo
t (medido em horas) pela seguinte expressao:

S(t) = 2t* — 4t +2

a) Determine a posicdo inicial do veiculo. Explique o significado desse resultado a partir do
contexto.

b) Apds quanto tempo o veiculo estara a 18km da origem?
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Por que nao é funcao? Atividade 11 1l aud
1]
( 1H
Z
Vimos que para que uma relacdo de A em B seja uma funcao nao pode haver: E
-
(1) Elementos no conjunto A sem correspondente em B; (/1) Ambiguidade na determinacdo O
de correspondente em B. é*
]
Determine se cada uma das relacGes apresentadas a seguir é funcao. Justifique suas respos- [
Z

tas a partir das condicdes (1) e (I1).

a) Seja P o conjunto de todas as pessoas e considere a relacdo de P em P, que a cada
“pessoa” associa “irmdao da pessoa”.

b) SejaR o conjunto dos niimeros reais e considere arelacdode R em R, que a cada “niimero
real 2 " associa “raiz quadrada do namero real x *.

c) Sejam R o conjunto dos ndmeros reais positivos e 7 o conjunto de todos os triangulos.
Considere a relacdo de R™ em 7 que a cada “ndmero real positivo z " associa “triangulo
de area z "

Dominio e imagem

r
Considere a seguinte lista de expressoes algébricas.

a) f(z) =z d) J(t) = 5 g) g(u) = 5u” +8

b) G(z)=vz-5 e T(x)= %

) h(s) =3 f) R(z)=(x —2)2+7 h) F(z)=(zr+1)? -3

Veja que, em algumas das expressoes, a variavel independente ndo pode assumir alguns valo-
res, por exemplo, na letra a)  ndo pode assumir valores negativos. Complete a tabela abaixo
com o maior conjunto dominio possivel que cada uma das funcdes pode ter e o correspondente
conjunto imagem.
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Expressao \ Dominio A Imagem

(a) R*

R\ {0}

R\ {-8}

[7,+o0]

INTROOUGCAO AS FUNCOE

EXERCICIOS .

Assim como os numeros triangulares (ver Atividade: nimeros triangulares no plano),
fala-se nos nUmeros quadrados perfeitos, pentagonais, hexagonais, inspirados, respec-
tivamente, pelas sequéncias abaixo.

a) Para cada uma destas sequéncias, represente as préximas duas figuras;

b) Escreva uma sequéncia de nimeros que possa estar associada a cada sequéncia de
figuras;

c) Descreva a regra de formacao de cada uma dessas sequéncias de nimeros.



Observe as duas sequéncias que se seguem:

a)

b)

1,1,2,3,5,8,13,..
1000, 100, 10, . ..

Descreva, em palavras ou em linguagem simbdlica, uma regra de formacao que vocé
percebe em cada uma das sequéncias apresentadas.

Baseado na regra que vocé identificou no item anterior, descubra qual é o 20° termo
de cada uma das sequéncias anteriores.

Cada prisma obtém-se empilhando cubos do mesmo tamanho, brancos e cinzas, segundo
uma regra sugerida na figura.

a)
b)
9
d)
e)
i)

g)

yayay

Prismal Prisma2 Prisma3

Descreva, em palavras ou em linguagem simbdlica, uma regra de formacao sugerida
pela figura.

Para construir o prisma 4 dessa sequéncia, segundo o padrdo por vocé descrito,
quantos cubos cinzas sdo necessarios?

Justifigue a afirmacao: “O nimero total de cubos cinzas necessarios para construir
qualquer prisma desta sequéncia é par.”

Segundo o padrao por vocé descrito, quantos cubos cinzas terd o prisma 2007

Explicite uma expressao numeérica que permita determinar o nimero de cubos cinzas
do Prisma n em funcao de n, isto é, uma expressao que de forma geral associe a
ordem da figura a quantidade de cubos cinzas em sua composicao.

Justifique novamente a afirmacéo do item (c), agora a partir da expressdo que vocé
explicitou no item anterior.

Se x representar o ndmero total de cubos (brancos e cinzas) de um prisma desta
sequéncia, qual das expressées seguintes representara o nimero de cubos cinzas
desse prisma. Justifique sua escolha.

Oz —8 U2z —4 Oz —4 U4z

Ao final de um treino para a prova de 100 metros rasos, uma corredora recebe de seu
treinador a seguinte tabela com as marcas intermediarias da sua melhor corrida.

Tempo (s) Distancia (m)

5 25
10 50
15 75
20 100

Considerando que a velocidade da atleta é constante ao longo dos 100 metros responda
as seguintes perguntas.

5] CAPITULD
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a) Quanto tempo ela gastou para percorrer os primeiros 30 metros?

b) Pensando em uma estratégia para melhorar a preformance da atleta, seu treinador
resolve detalhar a tabela com os tempos correspondentes a cada 10 metros. Cons-
trua essa tabela.

Hoje de manha a Ana saiu de casa e dirigiu-se para a escola. Fez uma parte do percurso

andando e a outra parte correndo. O grafico a seguir mostra a distancia percorrida pela
Ana, em funcao do tempo que decorreu desde o instante em que ela saiu de casa até ao
instante em que chegou a escola.

distancia
dy|-mmmmmmmmm e

dy|------

Apresentam-se, a seguir, quatro afirmacdes. De acordo com o grafico, apenas uma é ver-
dadeira. Assinale-a com X, explicando por que motivo cada uma das demais opcées é
falsa.

() A Ana percorreu metade da distédncia andando e a outra metade correndo.
() A Ana percorreu maior distédncia andando do que correndo.
() A Ana esteve mais tempo correndo do que andando.

() A Anainiciou o percurso correndo e terminou-o andando.

Em Janeiro, o Vitor, depois de ter vindo do barbeiro, decidiu estudar o comprimento do
seu cabelo, registando todos os meses a sua medida. O grafico seguinte representa o
crescimento do cabelo do Vitor, desde o més de Janeiro (més 0), até ao més de Junho
(més 5).

10. @
°
8.
°
6 °
4 °
'y
2.
0.
0. 1. 2. 3. 4. 5.

janeiro fevereiro Marco  abrii  maio  junho

a) A partir dos dados apresentados no grafico, complete a tabela acima.



b) Em cada més, quantos centimetros cresceu o cabelo do Vitor?

c) Escreva uma expressao geral que represente o Comprimento (C) do cabelo do Vitor,
em funcdo do niimero de meses (M) passados apés o corte de cabelo inicial.

d) Considerando o comportamento indicado no grafico, se o cabelo do Vitor crescer
19,8 em, se que haja cortes no periodo, quantos meses terao se passado desde o
altimo corte de cabelo? Justifique.

Considereafuncdog: R — R talque g(z)=9— 22

a) Coloque em ordem crescente os nimeros g(v/2), g(v/5) e g(v/10).
b) Determine todos os possiveis valores de x do dominio que tém imagem igual a 8.
c) Existe algum z € R cujaimagem é igual a 10? Por que?

d) Que condicao deve satisfazer um nimero real b para que seja a imagem de algum
ndmero real z, isto é, b = g(z) ?

B Considere o processo que associa cada ndmero natural a soma de seus algarismos.

a) Por meio do processo descrito acima o nimero natural 13717 serd associado a que
ndmero?
b) Proponha um nimero cujo resultado do processo seja 22.

¢) Quantos ndmeros entre 1 e 10000 nos levam ao resultado 3?

d) E possivel obter qualgquer niimero natural como resultado desse processo? Explique.
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Segundo informac@es do Big Data Business, as palavras estimulam o lado esquerdo do cére-
bro e sao um recurso essencial para a manutencao da memdria. No entanto, as imagens sao
ainda mais eficazes, porque elas conseguem ativar os dois lados do cérebro simultaneamente
e, assim, permitem o resgate de ideias e informacdes com maior precisao e agilidade. Especi-
almente quando se quer analisar grande quantidade de dados, apresenta-los em uma imagem
ou em um grafico, pode favorecer a comunicacao.

5] CAPITULD
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Figura 1.2: Alguns exemplos de representacées graficas

Represe25ntar graficamente conjuntos de dados e suas relacdes pode fazer toda a diferenca
para transmitir informacdes. Ha varios tipos de graficos, cada um tem a sua particularidade e
serve para transmitir as informacdes de forma especifica. Nesta secao iremos estudar a repre-
sentacdo gréafica de funcdes.

Vamos considerar a seguinte situacao:

Acao promocional Rtividade 13

.

Uma empresa resolve lancar uma acao promocional na internet usando uma hashtag. Um
més apoés o lancamento, o presidente dessa empresa resolve analisar o impacto da acao na
rede. Para isso ele pede a um de seus funcionarios que prepare um relatério sobre o niimero
de vezes que a hashtag foi mencionada nas redes sociais em cada dia durante aquele més. O



http://www.bigdatabusiness.com.br/visualizacao-de-dados-por-que-transformar-big-data-em-graficos/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hashtag

SJ CAPITULD
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funcionario resolveu apresentar os dados das seguintes duas formas:

2000 !
1500 I
1000 ; :
500 et

5 10 15 20 25 30

a) Quantas vezes a hashtag foi mencionada mais de 1500 vezes em um dia?

b) Em que dia a hashtag foi mais citada?

c) ldentifique todos os periodos em que houve crescimento no ndmero de citacdes.
d) Faca o mesmo para o decrescimento.

e) Escreva um paragrafo explicando o comportamento global do gréfico, apontando possi-
veis causas para as variacbes observadas.

Uma funcao, essencialmente, relaciona duas ou mais grandezas ou variaveis, de forma que sao
obtidos pares (z, y), em que x pertence ao dominio da funcao ey = f(x). Perceba que a ordem
em que os termos que compdem o par sdo apresentados é importante. Em matematica, chama-
mos esse tipo de objeto de par ordenado, eles sao objetos fundamentais para a compreensao
do grafico de uma funcao.

No caso de funcdes reais de variavel real, isto é, cujos dominio e contradominio sao o conjunto
dos nimeros reais (ou subconjuntos dele) tanto x como y serdo nimeros reais.

A representacao geométrica mais comum para esses pontos, e que vocé provavelmente ja co-
nhece, é no plano cartesiano. Essa representacao tem como base duas retas numeéricas per-
pendiculares que se intersectam em suas origens conforme a figura abaixo.



h
8

As retas que compdem um sistema cartesiano sao chamadas de eixos do plano cartesiano. O
eixo em que sao registradas as primeiras coordenadas do par é chamado de eixo das abscissas.
O outro eixo, em gue sdo registradas as segundas coordenadas do par é chamado de eixo das
ordenadas.

Ja vimos alguns exemplos de funcdes em atividades anteriores, vamos explora-los um pouco
mais.

Do mapa para o grafico

a) A partir das colunas Tempo de travessia e Cor da Atividade: colorindo o mapa, escreva
o conjunto de pares ordenados da forma (tempo, cor) respeitando o critério que vocé
escolheu para a determinacao das cores.

.

b) Represente graficamente este conjunto de pares ordenados.

c) Para colorir as vias de todo o mapa, precisamos distribuir as cores para outros valores
de tempo. Como vocé faria a distribuicao para o intervalo de 0 a 25 minutos considerando
um trecho qualquer de 13 km (a mesma extensdo da ponte)?

d) Encontre outra maneira de representar graficamente a associacdo entre os tempos e as
cores.

Nidmeros triangulares no plano Atividade 15

Represente, no plano cartesiano, o conjunto de pontos que correspondem aos pares ordena-
dos {(n,T,); n € {1,2,...,8}},em que T}, é o n-ésimo nimero triangular.

-
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Jornada até a escola

Leonardo mora a 6 km da escola onde estuda e utiliza o transporte escolar, que o busca na
porta de sua casa. Em um certo dia, o percurso de Leonardo até sua escola foi assim: Ele
estava na porta de casa as 7 horas, como de costume, mas o transporte escolar atrasou, pas-

.

sando em sua casa somente as 7h05min. Leonardo entrou na van e sentou no pendltimo lugar
vago. Ainda faltava Marina. “Ela mora a 3 km da minha casa!”, lembrou Leonardo. As 7h10min
em ponto, o transporte escolar chegou a casa de Marina, que ja estava pronta aguardando
para embarcar. Para tentar compensar o atraso, o motorista resolveu tomar um atalho, mas
a estratégia ndo funcionou. As 7h15min precisou ficar parado por 5 minutos em frente a uma
cancela aguardando um trem de carga passar. Finalmente, as 7h25min chegaram a escola, 5
minutos antes do sinal tocar.

No plano cartesiano a seguir, o eixo horizontal indica o tempo em minutos e o eixo vertical a
distancia percorrida em quilémetros. Os pontos marcados correspondem as distancias per-
corridas por diversos estudantes da escola a cada 5 minutos no periodo das 7h as 7Th30min da
mesma manha descrita na situacao acima.

A<

distancia percorrida (km)
NJ w S wul (@)}

510 15 20 25 30
tempo(minutos)

a) Conecte os pontos que correspondem a jornada de Leonardo, desde a porta da sua casa
até a chegada a escola, no dia descrito acima.

b) Faca uma estimativa da distancia a que Leonardo estara de sua casa as 7h07min.

c) Escolha um conjunto de pontos que possa representar a jornada de um outro estudante
da sua casa a escola e descreva essa jornada.
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E hora de organizar as ideias sobre representacao grafica de uma funcao. Vimos que, para re-
presentar graficamente as funcdes, os pares ordenados sao fundamentais. Cada par identifica
as grandezas ou varidveis relacionadas e a ordem no par distingue o papel de cada uma delas:
elemento do dominio, abscissa, e imagem, ordenada. Sendo assim, a representacao grafica
de uma funcao exige: a identificacdo das varidveis do problema e a identificacdo da relacao
estabelecida entre as variaveis.

Para func@es reais de variavel real, isto é, funcées cujo dominio & um subconjunto de R e o
contradominio é R, sua representacdo grafica no plano cartesiano sera o conjunto dos pares
ordenados (z, f(x)) em que x pertence ao dominio da funcao.

PARA REFLETIR N

Os conjuntos dominio e imagem ficam evidenciados na representacao grafica de uma fun-
cao a partir dos eixos coordenados. Observe a representacao grafica a seguir, em que estao
destacados conjuntos sobre os eixos. Qual deles vocé identifica como dominio? A que con-
junto corresponde o outro?
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Indo para escola

Arthur, Caetano, Gael, Levi e Pedro utilizam a mesma avenida para ir a escola a cada manha.
Levi vai com seu pai de carro, Arthur de bicicleta e Gael caminhando. Os demais variam, a cada
dia, a forma como percorrem o trajeto. O mapa a seguir mostra a posicao da casa de cada um
em relacao a escola.

.

INTRODUCAO AS FuNCleSJ CAPITULD

Caetano
p

Escola

Arthur Pedro

Gael

\ Levi

Os pontos marcados no plano cartesiano abaixo fornecem informacées sobre a jornada de
cada crianca na Ultima segunda-feira.

A<

distancia até a escola(min)
s
[ ]

20 40
tempo até a escola(min)

a) Associe cada ponto do grafico com o nome da crianca que ele representa.

b) Como Pedro e Caetano foram para a escola na dltima segunda-feira? Por que?

“Adaptado de *The Language of Functions and Graphs, Shell Centre for Mathematical Educa-
tion Publications Ltd., 1985.




Qual é o grafico?

(

apresentados em cada uma das tabelas seguintes.

a) Café esfriando

Tempo (minutos) [
Temperatura (°C) [EN

b) Preparando a ceia

Peso (quilos) 3
Tempo (horas) [PS

c) Depois de trés canecas de cerveja...

cool no sangue (mg/100ml) [N

Tempo (horas)
AL

Atividade 18

Dentre os graficos apresentados a seguir identifique aquele que melhor descreve os dados

d) Como um bebé cresce antes do nascimento

Tempo de gestacdo (meses) [
Comprimento do bebé (cm)

5110 15]20| 25|30
79 | 70 | 62 | 55 | 49 | 44
415 16| 7 8|9
313541455155
1 213|415 |6|7
7516045301510
31451671819
419116 |24|30| 34|38 |42

(@) (b)

7

©

@© )

(8

0] @

(k)

x Adaptado de The Language of Functions and Graphs, Shell Centre for Mathematical Educa-

tion Publications Ltd., 1985.

©)

()

0
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Imaginando graficos
.

Associe cada uma das situacoes apresentadas a seguir a um dos graficos dados abaixo. Expli-
que sua escolha e escreva, em cada um dos eixos, 0 que eles representam.

@ (b) © (d) © ()

(&) (h) 0 ) ()

T -

(I) Apés um concerto houve um grande siléncio. Entdo uma pessoa na platéia comecou a
aplaudir. Gradualmente, as pessoas a sua volta também comecaram a apludir de forma
que rapidamente todos estavam aplaudindo.

(II) Seoprecocobrado peloingresso de um cinema for muito baixo, seu prorietario ird perder
dinheiro. Por outro lado, se o valor cobrado for muito alto, poucas pessoas irao pagar
e novamente o proprietdrio vai perder dinheiro. Um cinema deve portanto cobrar um
preco moderado por seu ingresso de forma que seja lucrativo.

(I11) Precos estao agora subindo mais lentamente do que em qualquer época nos ultimos
cinco anos.

B Adaptado do artigo Michal Ayalon & Anne Watson & Steve Lerman (2015). Progression
Towards Functions: Students’ Performance on Three Tasks About Variables from Grades
7to12.
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Observe as figuras abaixo

0 que os gréficos da primeira linha tém em comum? E as da segunda linha?

Agora observe-os por coluna. Vocé consegue identificar algo em comum?

J

Funcao crescente e funcdo decrescente Uma funcao f : R — R é dita crescente quando os
valores das imagens, f(x), aumentam a medida em que os valores de z aumentam, ou
seja, para xy > x1 tem-se f(zy) > f(z1).

~

E é dita decrescente quando os valores das imagens, f(x), diminuem a medida em que os
valores de z aumentam, ou seja, para z, > z; tem-se f(zy) < f(z1).
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Leia no grafico! Atividade 20

.

Seja f a funcao real cuja representacao grafica é apresentada a seguir.

A partir da representacao grafica calcule os seguintes valores:

f(1) — f(0)

4-f(3)

f(4)/f(2)

f(6)- f(2)

x quando f(z) = —2
xz quando f(z) =0

f(3-2) —4- f(V81) +1

PARA REFLETIR

Observe o grafico da funcéo real dada pela expressdo f(x) = 322 —152+18. Veja que ele pos-
sui intersecdes com o eixo das abscissas e com o eixo das ordenadas. Qual procedimento
vocé utilizaria para determinar esses pontos de intersecao?



Os valores de z para os quais ha intersecdo com o eixo das abscissas sao chamados de
zeros da funcao.

J

Imposto de renda
r

A seguinte tabela é utilizada para o calculo do Imposto de Renda para Pessoa Fisica (IRPF).

Tabela do IRF - Vigéncia a partir de 01/04/2015
(Medida Proviséria 670/2015 convertida na Lei 13.149/2015)
Base de calculo (R$)  Aliquota (%) Parcela a deduzir do IR (R%)

Até 1.903,98 - -
De 1.903,99 até 2.826,65 7,5 142,80
De 2.825,55 até 3.751,05 15 354,80
3.751,06 até 4.664,68 22,5 636,13
Acima de 4.664,68 275 869,36

Tabela 1.1: Fonte: http://www.portaltributario.com.br

Por esta tabela, um trabalhador cujo rendimento é inferior a R$ 1.903,98 esta isento do imposto
derenda. J4 um trabalhador com rendimento de R$ 3.000,00 tem um desconto, em reais, de 15%
de 3.000,00 (450,00) menos a deducdo de 354,80, isto é, deverd pagar de importo de renda o
valor 450 — 354,80 = 95,20R$.
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a) Com os dados apresentados na tabela acima construimos a seguinte funcao que fornece
o valor de importo de renda a ser pago, a partir do rendimento informado:

0, sex < 1.903,98
0,075z — 142,90, se 1.903,98 < z < 2.826,65
f(x) = {0,152 — 354,90, se 2.826,65 < x < 3.751,05

0,225z — 636,13 se 3.751,05 < = < 4.664,68

0,275z — 869,36 se 4.664,68 < x

Determine o imposto que devera ser pago por um trabalhador cujo rendimento seja:

i) R$ 1.750,00
ii) R$ 2.680,00
i) R$ 4.060,00
iv) R$ 5.500,00

b) Observe o gréfico a seguir. Nele estdo destacados os impostos de renda pago por trés
trabalhadores, indicados pelas letras A, Be C.

g

£
C
263,87 | - :
155,20 | - <o Ef |
A | |
7J10) ST N ; |

Salérios (R%)

Segundo a tabela IRF, determine as aliquotas de desconto que estao sendo aplicadas a
cada um destes trabalhadores e qual o saldrio de cada um deles.




Planos telefdnicos Atividade 22
r

Vocé deseja trocar o plano do seu telefone e ao consultar a sua operadora tem a opcao de
escolher entre dois planos: plano Prata e plano Ouro. No seu plano atual, vocé paga R$ 70,00
por 500MB de internet e os dados além disso custam R$ 0,20 por MB.

0 plano Ouro cobra R$ 140,00 por dados ilimitados e o plano Prata tem a mesma estrutura
do seu plano atual. Os valores cobrados pelo plano Prata estdo representados no gréfico a
seguir.

o
o

(0]
o

_Valor,(R$)w,

[e)]
o

140

120

100

80

60

40

20

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400
Dados (MB)
a) Qual o valor fixo cobrado no plano Prata e que quantidade de dados ele cobre?
b) Qual o valor por MB excedente do valor estipulado?

c) A partir de que quantidade de dados consumidos o plano Ouro passa a ser mais vanta-
joso?

d) Represente no sistema de coordenadas acima o grafico do preco a pagar pelo plano
Ouro.
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Bandeiras tarifarias Atividade 23
e

Desde o ano de 2015, as contas de energia passaram a trazer uma novidade: o Sistema de
Bandeiras Tarifarias, que apresenta as seguintes modalidades: verde, amarela e vermelha -
as mesmas cores dos semaforos - e indicam se havera ou nao acréscimo no valor de energia

SJ CAPITULD

a ser repassada ao consumidor final, em funcao das condicdes de geracao de eletricidade.
Cada modalidade apresenta as seguintes caracteristicas:

INTROOUGCAO AS FUNCOE

F Bandeira verde: condicGes favoraveis de geracao de energia. A tarifa ndo sofre nenhum
acréscimo;

Bandeira amarela: condicdes de geracao menos favoraveis. A tarifa sobre acréscimo de
R$ 0,01343 para cada quilowatt-hora (kWh) consumidos;

acréscimo de R$ 0,04169 para cada quilowatt-hora (kWh) consumido.

F Bandeira vermelha - patamar 1: condicdes mais custosas de geracao. A tarifa sofre
F Bandeira vermelha - patamar 2: condicdes mais custosas de geracao. A tarifa sofre

acréscimo de R$ 0,06243 para cada quilowatt-hora (kWh) consumido.

Texto extraido da pagina da ANEEL em 28/03/2020

https://www.aneel.gov.br/bandeiras-tariféarias

O sistema de coordenadas abaixo contém os graficos para as funcdes que relacionam o preco
a pagar pela energia em relacdo ao consumo em quilowatt-hora (kWh) para cada uma das
bandeiras tarifarias, em uma cidade vizinha. Com base nas informacdes do grafico a seguir,
responda:

862,43
841,89

813,43
800,00

Preco a pagar (R$)

200 400 600 800 1000
consumo (kWh)

a) Qual o preco da tarifa basica por quilowatt-hora nessa cidade?


https://www.aneel.gov.br/bandeiras-tarifárias

b) Considerando que uma residéncia tenha registrado um consumo de 350KWh em maio, e
que seja um més de bandeira amarela, qual o valor a pagar?

c) Sabendo que em junho a bandeira sera vermelha (patamar 1) e que uma familia possa
gastar no maximo R$ 300,00 com a conta de energia elétrica, qual deve ser o consumo
maximo nessa residéncia?

PARA SABER +
Todo mundo tem Facebook?

.

A rede social virtual Facebook é um grande sucesso. O Facebook criado por Mark Zuckerberg
em outubro de 2003, com o nome de Facemash, quando ele era um estudante do segundo ano
em Harvard. Inicialmente 450 visitantes geraram 22.000 visualizacdes de fotos em suas pri-
meiras 4 horas online. Em fevereiro de 2004, agora com o nome de Thefacebook, ele ja contava
com a participacdao de mais da metade dos alunos de Harvard, e um més depois, estudantes
das Universidades de Stanford, Columbia, Yale, Boston, Nova lorque e MIT tiveram acesso a
rede social criada por Mark Zuckerberg. A partir de setembro de 2005, funcionarios de varias
empresas, dentre elas Apple e Microsoft, puderam ter acesso ao Facebook e no final de 2006
o servico ficou disponivel para qualquer pessoa maior de 13 anos e com um endereco valido
de e-mail.

A tabela a seguir mostra o nimero de usudrios ativos do Facebook em janeiro dos anos de
2004 a 2015.

Ano \ Numero de usuarios Crescimento percentual \

2004 | 5 -
2005 | 1.000.000
2006 | 5.500.000 450%

2007 | 12.000.000
2008 | 70.000.000
2009 | 150.000.000
2010 | 370.000.000
2011 | 600.000.000
2012 | 800.000.000
2013 | 1.056.000.000
2014 | 1.228.000.000
2015 | 1.317.000.000

Imagine que queremos investigar o crescimento anual do ndmero de usudrios. E, a partir da
investigacao formular um modelo que nos permita fazer previsdes sobre a base de usuarios
para os préximos anos.

5] CAPITULD
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a)

b)

0

d)

e)

f)

g)

Vamos comecar investigando o crescimento percentual, preenchendo as lacunas da ter-
ceira coluna da tabela acima.

Marque no plano cartesiano os pontos correspondentes aos dados fornecidos pelas
duas primeiras colunas da tabela, usando a seguinte escala: no eixo das abscissas 1 cm
corresponde a 1 ano e no eixo das ordenadas 1 cm corresponde a 200 milhdes de usuarios
ativos.

Como vocé descreveria o crescimento do nimero de usuarios ativos do Facebook? Vocé
acha que o crescimento estda com tendéncia a diminuir, a aumentar ou a permanecer
estavel?

Baseado no item c), faca uma previsdo para o nimero de usudrios para os anos de 2016
e 2017.

Usando os dados da tabela e a representacao grafica feita no item b), faca uma previsao
para o futuro do Facebook. Vocé acha que os niimeros continuardo a aumentar? Se sim,
guando ele atingira a marca de 2 bilhdes de usudrios? Explique seu raciocinio.

Um modelo matematico que fornece uma aproximacao para a relacao entre os dados das
duas primeiras colunas da tabela é dado por uma funcao f que tem a seguinte expressao

B 980
0,7+ 670-0,45@+1)

/()

em que x representa o tempo decorrido desde 2004, isto é, para 2010 tem-se z = 6, e f(6)
€ o valor em milhdes de usudrios ativos no Facebook naquele ano. Com a ajuda de uma
calculadora cientifica, use a expressdo acima para calcular a estimativa do nimero de
usuarios nos anos de 2013 e de 2014, e em seguida compare com a tabela.

Use a expressao anterior e calcule a estimativa para os anos de 2016 e 2017 e compare
com as suas previsdes do item (d).

Os dados reais para os meses de janeiro de 2016 e 2017 sao 1.654.000.000 e 1.936.000.000, res-
pectivamente. Isso significa que apesar do modelo descrever de forma satisfatéria o com-
portamento do crescimento do nidmero de usuarios até o ano de 2015, para os anos seguintes
ele nao se mostra adequado. Existia de fato uma tendéncia para diminuicao do crescimento,
no entanto essa trajetdria foi possivelmente modificada por ac6es que foram tomadas pela
empresa ao perceber tal comportamento.

Situac6es como essa sao bastante comuns em Modelagem Matematica. O modelo se mostra
adequado sob certas condicbes, mas quando outras varidveis séo consideradas (investimento
em propaganda, alteracdo no algoritmo que escolhe as atualizacdes que serdo exibidas para
cada usuério, etc) ele pode perder sua acuracia, momento em que se fazem necessérias revi-

soes.




Decodificando a mensagem Atividade 25

.

Um dos conceitos mais importantes para a seguranca na internet nos dias de de hoje é o que
chamamos de criptografia (do grego criptos = escondido, grafia = escrita). Segundo o site
wikipedia ela é o estudo dos principios e técnicas pelas quais a informacao pode ser transfor-
mada da sua forma original para outra codificada, de forma que possa ser conhecida apenas
por seu destinatario (detentor da “chave secreta”), o que a torna dificil de ser decifrada por al-
guém nao autorizado. Em outras palavras, cria-se um cédigo que pode ser facilmente desfeito
(decodificado) mas apenas por aqueles que conhecem a codificacao.

Considere a seguinte maneira de codificar o alfabeto

ABCDEFGHIJKLMN
PORSTUVWXYZABC

(@]
o
MO
X
wm
—
c
<
=
X
~<
N

O
m

a) Use o cédigo acima para codificar a palavra IMAGEM.
b) Se vocé recebesse uma mensagem com a expressao RGXEIDVGPUPG, como faria para
decodifica-la?

A codificacdo acima pode também ser representada em um gréfico em que no eixo hori-
zontal estdo as letras originais e no vertical os seus respectivos cédigos.

Cadigo

>TOWMNOMMOI——XArZZ0T0VO0ITNHC<S X <N

ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXYZ
alfabeto
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c) Usando ainda o cédigo acima escreva uma mensagem codificada com duas ou trés pala-
vras e troque com algum colega seu de classe. Decodifique a mensagem que recebeu.

Vocé deve ter percebido que a codificacdo é uma funcdo do conjunto das letras do alfa-
beto em si mesmo: todas as letras precisam ter um cédigo e uma mesma letra ndo pode
ter mais de um cédigo associada a si.

d) Seja X o conjunto dos nimeros naturais de 1 a 26. Fazendo a correspondéncia, A +—
1,B +— 2,C + 3, e assim por diante até Z — 26, determine uma funcao f : X — X que
corresponda ao cédigo acima. Observe que por exemplo, f(1) = 16.

e) Usando a expressao f(z) = z? crie um novo cédigo entre as letras, representando-o no
grafico. 0 que devemos fazer quando os valores sdo maiores que 267

f) Considerando o cédigo do grafico abaixo, tente decodificar a palavra APQGJXV.

e,

Codigo

>WNAUOMMOI——XrZZ0TVOTNACS X <N

ABCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVWXYZ
alfabeto

g) Quais letras do cédigo acima sao impossiveis de decodificar e por qué?

h) Que propriedades deve ter um cédigo para que seja possivel decodifica-lo?




PROJETO APLICADO

a)

b)

@)

d)

f)

« 40 cm

Como construir uma caixa de volume maximo?

Vamos utilizar uma folha de cartolina quadrada de lado 40 cm para construir uma
caixa sem tampa. Para isso, cortamos quadrados nos quatro cantos da cartolina
e dobramos as partes retangulares restantes, para formar os lados da caixa. O
objetivo é obter a caixa com o maior volume possivel.

40 cm

Discuta com seus colegas de grupo a melhor estratégia para se obter a
caixa de volume maximo. Em seguida construa a caixa e calcule o seu vo-
lume.

Faca uma comparacao com os volumes das caixas construidas pelos de-
mais grupos. Organize os dados em uma tabela que relacione a medida do
lado = do quadrado recortado com o volume V' (z) da caixa obtida.

X
V(%)

Encontre a expressao que fornece o volume V(z) da caixa em funcdo do
lado x do quadrado recortado.

No contexto do problema, em que intervalo real a varidvel independente x
pode ser considerada?

Baseado nos itens anteriores, faca uma conjectura sobre qual o valor de
fornece o volume maximo.

Utilize um software ou uma calculadora grafica para visualizar a represen-
tacdo grafica da funcdo V(z). A partir dessa representacao grafica deter-
mine, aproximadamente, o valor de x que fornece o volume maximo.

5] CAPITULD
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EXERCICIOS .

0 grafico abaixo mostra a altura do nivel de dgua em uma piscina com vazamento. |dentifi-
que as variaveis na situacao descrita e representada a partir do grafico. Observe arelacao
apresentada no grafico e indique possiveis causas para o comportamento observado.

A

altura do nivel da dgua(cm)

> 4 6 8 10 127
tempo(h)

Garrafas de agua potavel sdo vendidas em varios tamanhos e precos. Cada ponto no
grafico abaixo representa uma garrafa de agua.

a)
b)
c)

d)

e

2\
7
Sy

preco

quantidade de é:gua

Qual garrafa armazena a maior quantidade de agua?
Qual garrafa é vendida pelo preco mais alto?

Identifique dois pontos que estejam sobre uma mesma reta paralela ao eixo das abs-
cissas (reta horizontal) e interprete o que isso significa.

Identifique dois pontos que estejam sobre uma mesma reta paralela ao eixo das or-
denadas (reta vertical) e interprete o que isso significa.

Entre as garrafas A e E, qual tem o melhor custo-beneficio? Por que? E entre B e
E7? Por que?
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Taxa de Variacao

Taxas de variacdo média e instantanea de
uma func3o real. Tipos de crescimento e de-
crescimento.

E bastante comum nos depararmos com ta-
xas em nosso cotidiano, informacdes que
tratam de taxas de natalidade e mortali-
dade, taxa de variacdo cambial, velocidade,
frequéncia, poténcia, inflacdo, aceleracao,
ritmo etc. Em algum sentido a taxa de va-
riacdo é a generalizacdo da ideia de raz3o.
Enquanto razdo é a comparac3do entre duas
medidas a taxa de variacdo surge quando
ha covariacdo entre duas grandezas, ou seja,
quando uma pode ser expressa como fun-
cdo da outra. A taxa de variacdo, entdo, é
uma razdo que traz consigo informacdes so-
bre duas grandezas que covariam sendo uma
ferramenta poderosa para a interpretacdo de
graficos e a consequente compreensio de di-
ferentes fenbmenos e situacGes que nos cer-
cam.
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EXPLORANDO

Global Average Temperature

1.0
0.8~ — Annual mean
06l — Five-year smoothing

Temperature vs baseline (°C)

1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Figura 2.1: Por NASA Goddard Institute for Space Studies

A comparacao esta nas bases da matematica. Ela é fundamental para estabelecer os processos
de contagem, de medida, para definir o conceito de nimero, também esta presente nas ideias de
razao e de proporcao bem como em diversos outros contextos. No estudo das funcdes, quando
estamos interessados em grandezas que variam conjuntamente, podemos usar a comparacao
para quantificar essas variacdes. Por exemplo, ao afirmarem que a temperatura média global
esta aumentando mais rapidamente agora que nos Ultimos anos, os cientistas fazem uso de
uma ferramenta matematica que serve para medir esse crescimento: a taxa de variacao. Ela
serve especialmente para indicar de que maneira, ou a que velocidade, uma grandeza varia em
relacdo a outra.

Um investidor da bolsa de valores precisa estar bem atento as taxas de variacao do preco das
acoes para tomar as melhores decisdes sobre compra e venda. Quando os precos das acoes
que ele possui mostram uma tendéncia a crescer mais rapidamente, é hora de comecar a pen-
sar em negocia-las. Para um biélogo que estuda populacdes é interessante conhecer a taxa de
variacdo do nimero de individuos por unidade de tempo. Para um biomédico, conhecer a taxa
de variacao da quantidade de determinado medicamento na corrente sanguinea pode indicar
a efetividade de um medicamento. Para um cientista social, a taxa de variacao do nimero de
encarcerados no pais pode indicar se uma determinada politica publica na area de seguranca
publica precisa ou ndo ser discutida. Neste capitulo, vamos introduzir e explorar esse conceito
em diversos contextos.

Contudo a discussao nao se restringira somente a este capitulo, a taxa de variacao voltara a
aparecer diversas outras vezes neste livro.

TAXA DE VHRIHC@D‘ CARITULD



http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/

A agua esta subindo

.

Parte I: Um reservatdério cilindrico de altura A (em cm), com capacidade maxima de 100/,
encontra-se vazio. Para enché-lo, abriu-se uma torneira que despeja 2¢ de agua por minuto.

i

TAXA DE VHRH:ﬁDJ CAPITULD

|E

Qual dos graficos seguintes expressa corretamente a variacao da altura = da coluna de agua
em funcao do tempo t? Explique.

0) (In "

Parte ll Um reservatdrio conico de altura i (em cm), com capacidade méxima de 1004, encontra-
se vazio e posicionado com o vértice para baixo, conforme mostra a figura. Para enché-lo,
abriu-se uma torneira que despeja 2¢ de dgua por minuto.

Qual dos graficos seguintes expressa corretamente a variacdo da altura = da coluna de agua
em funcao do tempo ¢t? Explique.




Parte Ill Os recipientes cilindricos A, B, e C, que tém altura h raios da base respectivamente
iguais a r, 2r e 3r, estao vazios. As torneiras que os abastecem estao igualmente reguladas
para despejar o mesmo ndmero de litros de agua por minuto.

1 1 1

TAXA DE VHRIHC@D‘ CARITULD

Os graficos mostram a varacao da altura x da coluna de agua em funcao to tempo ¢. Associe
cada recipiente ao grafico correspondente a ele e justifique suas escolhas.

() r(em) (In hr(cm) ,,,,,,

0 b t(min) 0 9% +(min) 0 4b t(min)

A agua continua subindo
%

Parte | Suponha que os diversos reservatérios abaixo tém a mesma capacidade, a mesma
altura e que em cada um deles a dgua entra a uma vazao constante. Analisando a forma de
cada um dos reservatérios, descreva de que maneira a altura varia em funcdo do tempo no
inicio, meio e fim do processo. Use, quando necessario, as palavras lentamente, rapidamente
e uniformemente. (Gravina, 1992)'.
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Parte Il Relacione a forma do pote com o gréfico da variacdo da altura em func@o do tempo de

cada um deles.

a)

d /<~
n A
(v) A

T

(V) A

TGRAVINA, M. Um estudo de funcdes. Revista do Professor de Matematica, n° 20, SBM, pp. 33 -38,1992

T

f)

am A

(V) A

T




Uma viagem de carro
r

Vocé esta viajando de carro para uma cidade que esta a 410 km de disténcia da sua casa. Vocé
sai ao meio dia e depois de 2h de viagem faz a primeira parada em um posto de combustivel
na estrada. Olhando no GPS, calcula que ja percorreu 140 km desde a sua partida. Depois de
30 minutos parte para a estrada novamente. Faz uma nova parada das 16h as 16h30 em outro
posto 120 km adiante do anterior. E finalmente as 18h chega ao seu destino.

a) Preencha a tabela abaixo com as disténcias percorridas e marque no sistema de coor-
denadas os pares ordenados correspondentes. (o eixo horizontal representa o tempo
decorrido em horas desde a partida e o eixo vertical a distancia percorrida em quildme-

tros).
Horario Tempo decorrido Distancia
desde a partida (h) percorrida (km)
t d(t)
12h 0
T4h 2
14h30 2.5
16h
16h30
18h
€
X
o 400
=
S
Y 300
Q
a
.°
g 200
0O
0
2
100
0 1 2 3 4 5 6 7

tempo desde a partida (h)

b) A distancia total percorrida na viagem foi de 410 km, e durou 6h. Podemos obter a velo-
cidade média da viagem dividindo esses dois valores, obtendo

Ad 410 km
a6 M

0 que representa esse niimero no contexto do problema?

TAXADE VHRIRC@D‘ CARITULD
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c) Calcule a velocidade média para o trecho da partida até chegar a primeira parada

Ad km

At h
Ele é o mesmo que o anterior? Explique

d) Sem fazer a conta, vocé imagina que o valor da velocidade média no trecho da partida
até a hora de sida a primeira parada (14h30) ser& maior ou menor que o valor do item
anterior? Por que?

e) preencha a tabela com as velocidade médias nostrechos indicados.

Velocidade média
Intervalo detempoa,b Ad d(b) — (d(a)

At b—a

2,2.5
2.5,4
4,45
15,6




ORGANIZANDO

A taxa de variacao de uma grandeza em relacao a outra é a medida do ritmo de crescimento ou
decrescimento entre tais grandezas. E quanto uma grandeza varia por unidade da outra.

Quando se diz que um recipiente esta sendo enchido com um liquido a uma taxa de variacao
constante de 1¢/min (um litro por minuto) significa que a cada minuto transcorrido, 1 litro de
liquido é acrescido ao recipiente. A velocidade é a taxa de variacao do espaco percorrido por
unidade de tempo. Dizer que um carro tem uma velocidade uniforme de 50km/h significa que
se mantiver essa velocidade por uma hora, percorrera uma distancia de 50 quildmetros.

Nem sempre estamos diante de situacdes em que as taxas de variacdo entre as grandezas sao
constantes (uniformes). Nestes casos, precisamos considerar a variacdo média dos valores de
uma grandeza em um dado intervalo de valores da outra. Mais precisamente, considere uma
y grandeza que pode ser expressa como funcao da grandeza z, isto é, y = f(x). A taxa de
variacdo média de y em relacao a = no intervalo [a, b] é definida por

Ay _ f(b) - f(a)

Ax a—2b
Ou seja, é a razao entre a variacdo total de y = f(z) e o comprimento do intervalo. POr exem-
plo, se a temperatura (T') de um corpo aumenta de 36°C para 39°C no intervalo de tempo (t)

entre 10h00min e 10h15min podemos dizer que a taxa de variacao média da temperatura nesse
intervalo de tempo é de

AT 39°C' — 36° _3C
At 10h15min — 10h00min  15min

=0,2°C/min

Isso nao significa que as 10h0Tmin a temperatura era de 36, 2°C as 36,4°C' e assim sucessiva-
mente. Apenas pode-se dizer que em médica, a cada minuto, houve um aumento dessa magni-
tude. A taxa de variacao média trata de informacao apenas no inicio e no fim do intervalo.

O grafico e a tabela a seguir mostram a variacdo do ndmero de visualizacoes (views) de um
determinado video no YouTube ao longo de uma semana.

0 0 250
1 12 200
2 40
3 102 150
4 160 100
5 250
6 200 20
7 132
0 1 2 3 4 5 6 7

Perceba que a taxa de variacao média entre os dias 1e 7 € a mesma observada entre os dias 4
e 6, a0 mesmo tempo que os valores intermediarios sdo bem distintos.

AV 13212 120

= 20 views/dia

Ad  T-1 6
AV 200—-160 120

= = = 2 3 3
Ad 61 6 0 views/dia

Agora, vamos destacar um outro aspecto importante da taxa de variacao. Vamos calcular,
nesse Ultimo exemplo a taxa de variacao média entre os dias5e 7:

TAXA DE VHRIHC@D‘ CARITULD
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AV 132-250 —118
Ad T-5 2

= —b9 views/dia

Por que esse resultado foi negativo? O que isso pode significar? Qual a relacdo dele com o
aspecto do grafico?

O resultado foi negativo pois a quantidade de visualizacdes no dia 7 foi menor do que a quan-
tidade no dia 5, fazendo com que o resultado da subtracao no numerador fosse negativo e
indicando gue houve, no periodo analisado, uma queda no nimero de visualizacGes. Da para
conjecturar que sempre que houver essa reducao, teremos uma taxa de variacao média nega-
tiva o que tem relacao com algum tipo de decrescimento global da funcao nesse intervalo.

O numerador da taxa de variacao média é a diferenca entre os valores final e inicial. Assim,
sempre que o valor final for menor que o inicial, o numerador Ay sera negativo. Como o deno-
minador Az é sempre positivo, o resultado da razao entre eles serd um nimero negativo.

Como mencionado antes, a taxa de variacao média diz respeito apenas as imagens dos extre-
mos do intervalo. Portanto, ao observarmos que em um determinado intervalo a taxa média
foi negativa, nao podemos afirmar que a funcao é decrescente em todo intervalo, mas apenas
gue houve mais decrescimento do que crescimento, em média. Os trés graficos acima tém taxa
média negativa no intervalo destacado.

Com um raciocinio similar, podemos dizer que uma taxa de variacao média positiva indica um
crescimento entre os valores inicial e final da variavel dependente no intervalo considerado,
mas nao que a funcao é crescente em todo o intervalo.




Lentamente, uniformemente ou rapidamente?

Os adjetivos acima somente fazem sen-
tido quando estamos comparando o cres-
cimento de duas ou mais funcdes ou a
mesma funcao em dois ou mais intervalos
diferentes.

Por exemplo, dizer que uma determinada
funcao cresce uniformemente significa
que para intervalos Az iguais a varia-
vel y apresentou a mesma variacao, isto
é, se dois intervalos do dominio tém o
mesmo Ax, correspondendo a eles tere-
mos o mesmo Ay. Em termos da taxa de
variacao podemos dizer que ambos 0s in-
tervalos apresentam a mesma taxa média

tipo de uniformidade se isso acontecer para quaisquer dois intervalos! Veja a figura ao lado.

]

. Na verdade, sé poderemos afirmar que ha algum

Esse caso sera tratado com maiores detalhes no capitulo sobre as funcées afins.

Nos casos em que a taxa média ndo é sempre a mesma, podemos comparar dois intervalos
com taxas meédias positivas distintas e dizer que onde a taxa for menor a funcao cresceu em
média mais lentamente do que no outro intervalo onde a taxa média foi maior. Para o caso da
taxa média negativa, acontece o oposto: quanto menor for o valor, mais decrescimento houve

no intervalo.

Nos graficos a seguir, os comprimentos dos intervalos Az sao iguais, mas 0s comprimentos

dos respectivos Ay variam.
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PRATICANDO
Hora de encher a piscina

.

Uma piscina retangular estd sendo cheia com uma mangueira que fornece dgua a uma taxa
constante. Uma secao transversal da piscina € mostrada na imagem a seguir.

\
|
|
|
|

a) Descreva em palavras como a profundidade d da dgua até o fundo da piscina varia com
o tempo, a partir do momento em que a piscina vazia comeca a encher.

b) Uma piscina retangular esta sendo cheia de maneira semelhante.

Im

2m

T

|
“~ o>

Supondo que a piscina leva 30 minutos para encher até a borda. Esboce um grafico para
mostrar como a profundidade d da agua até o fundo da piscina varia com o tempo a partir
do momento em que a piscina esta vazia.

A~

w

N

—_

10 20 30
Tempo (minutos)

o

Profundidade da dgua (metros)




Aumento da populacao
e

A populacao brasileira alcancou os 210,1 milhdes de habitantes em 2019. Segundo dados do
IBGE houve um aumento de 0,79% em relacao a 2018 quando o instituto estimou a populacao
do pais em 208,5 milhdes de habitantes. A tabela abaixo mostra a populacao aproximada de
brasileiros nos anos de 2007, 2012 e 2019.

TAXA DE VHRIHC@D‘ CARITULD

190 milhoes 2007
200 milhoes 2012
210 milhoes 2019

a) Qual foi a variacéo da populacdo entre 2007 e 20127 E entre 2012 e 20197
b) Quando a populacdo aumentou mais répido? Explique.

c) De quanto foi 0 aumento médio anual entre 2007 e 20127 E entre 2012 e 20197 E entre
2007 e 20197

Graficos, tabelas e formulas
e

Para cada uma das situaces a seguir:

a) Responda a pergunta fazendo o esboco de um gréafico
b) Descreva com palavras a forma do seu grafico

c) Verifique seu gréafico construindo uma tabela de valores. Caso seja necessério, refaca
seu esboco

d) Tente encontrar uma expresséao algébrica que descreva a situacao

TV por assinatura Uma empresa de TV por assinatura cobra R$ 80,00 por més por um deter-
minado pacote de canais. Uma oferta para novos assinantes oferece o primeiro més
gratuitamente. Como ira variar o custo da assinatura conforme o periodo de tempo au-
menta?

Valor de mercado de um carro Comprei um carro por R$ 65.000,00 e seu valor esté depreci-
ando a uma taxa de 20% ao ano. Isso significa que depois de um ano seu valor era de
60.000 x 0, 8 = 52.000, depois de dois anos, 52.000 x 0,8 = 41.600 e assim por diante. Como
o valor de mercado desse carro continuard a mudar?

Subindo uma escada Uma passada normal tem em média 60cm de compreimento. Ela deve
diminuir 2cm para cada 1cm que o pé é levantado quando estamos subindo os degraus
de uma escada. Seguindo esse principio, como deve varia o comprimento da passada
com a altura de um degrau?
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Poligonos Regulares Como a medida de um dos angulos internos depende do niimero de la-
dos de um poligono regular?

OO0 0O

Sugestao: Vocé pode calcular a soma de todos os angulos internos de cada um dos poligonos
subdividindo-os em tridngulos, por exemplo:

Soma dos angulos internos: 4 x 180° = 720°

(

Nas tabelas abaixo encontram-se as taxas de variacao médias de funcoes e os intervalos cor-
respondentes. Complete-as com os valores da funcao e em seguida represente os pontos no
sistema de coordenadas

Ay _ f(b) — f(a)

Az b—a
a) Ya

10

9

8
[a,b] f(0)=1 Ay/Az /
[0,1] [ f(1) = 2 6
[1,2][f(2) = 2 >
2,3][f(3) = 2 4
3,4 [f(4) = 2 3

2

1

0 1 2 3 455



b)

9]

d)

Y
10
[0, 3] f(1/2) = 2 g
(3. 1] f) = -2 .
[1,3] f(3/2) = -2 6
3,2] f2) = 2 2
23 | 5= | 2 | 3
3,3] f3) = -2 2
3, 3] f(7/2) = -2 1
[3.4] f4) = 2 0 1 2 3 47
Ya
25
20
"
[0,2] | f(2) = 1
[2,4] | f(4) = 2
[4,6] [ f(6) = 3 10
[6,8] [ f(8) = 4
5

[a,b] f(0)=0 Ay/Ax

[0,1] [ f(1) = 10
[172] f(2): -8
2,3] | f(3) = 6
3,4] | f(4) = 0

o

<
N
7

 NWPFuuo g omouwo

123 456 7 87

o
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e) Y.
25
[a,b] f(0)=0 Ay/Ax 20
[0,1] [ F(1) = 1
[1,2] [ F(2) = 3 15
2,3] | f(3) = 5
[3,4] | f(4) = 7
[4,5] | f(5) = 5 10
[5,6] | f(6) = 3
[6,7] | f(7) = 1 c
[7,8] | f(8) = 0
00 123 45€6 7 8°7

PARA SABER +

Arremeco

Atividade 8
r

Um jogador de basquete ao lancar a bola em direcao a cesta a vé descrever uma curva no ar
chamada pardbola. Essa curva é resultado da combinacao de dois movimentos: um na direcao
horizontal, responsavel por fazer a bola “ir para frente" e outro na direcao vertical que faz a
bola “subir e descer".

A




Admitindo que o jogador lancou a bola de uma altura de 2,10m com velocidade inicial de vgm/s
(na direcdo vertical), a funcao que fornece a variacao da altura da bola em funcéo do tempo é
dada pela expressao

h(t) = 2,10 4 vyt — 5t

cujo grafico também é uma parabola (representado a seguir apenas parat > 0):

altura (h)

|
T

v

2
tempo (t)

Figura 2.2: Gréfico de h(t) para vy = 6m/s.

Com a ajuda de uma calculadora, calcule as taxas de variacao médias da altura nos seguintes
intervalos de tempo para vy = 6m/s e vy = 7m/s:

vg=6m/s vy=Tm/s

Entret=0et=1
Entret=0et=0,1
Entret=0et=0,01
Entret=0et=0,001
Entret=0et =0,0001

a) Olhando para as sequéncias de valores obtidos acima, o que se pode conjecturar sobre
a tendéncia que eles apresentam?

Considerando a velocidade inicial igual a 6m/s, a bola atinge sua altura méxima de 3, 9m
depois de 0, 6s do lancamento. Ou seja, o ponto mais alto do grafico é o par ordenado
(0,6;3,9). Neste ponto a velocidade na direcao vertical é igual a zero (uma vez que ai a
bola deixa de subir e passa a descer). Observe, agora, as taxas de variacdo médias da
altura nos seguintes intervalos de tempo:

Entret =0,5et=0,6 0,5 Entret =0,6et=0,7 -0,5
Entret =0,59et=10,6 0,05 Entret =0,6 et = 0,65 -0,25
Entret =0,599et = 0,6 0,005 Entret =0,6 et = 0,605 -0,025
Entret =0,5999 et = 0,6 0,0005 Entret =0,6 et = 0,6005 -0,0025
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b) A tendéncia observada nos valores obtidos acima corrobora a sua conjectura do item
anterior? Explique.

c) Calcule a taxa de variacdo média da funcéo h(t) = 2,1 + 6t — 5t* entre os tempos t = 1
et =1+ «, onde a varidvel a representa um ndmero real proximo de zero. (A resposta
ficard em funcéo de ).

d) A medida que o valor de o se aproxima de zero, o que se observa com o valor da taxa
de variacao média calculada no item anterior? O que esse valor significa no contexto do
problema?

: EXERCICIOS .

Considere a funcao cujo grafico esta representado abaixo. Complete a tabela abaixo com
as variacdes e as taxas de variacao.

Variacao média da funcao
Af _ f(b) - f(a)
Az b—a

Variacao da funcao

Af=f(b)—f(a)

Intervalo [a, b]

[_170]
[0,1]
[1,2]

[_13 1]
[0, 2]

[_1’ 2]




(Velocidade Média) Se um objeto é arremessado para o alto a 20m/s a partir de uma altura
de 6m, sua altura S apés t segundos é dada por

S(t) = 6 + 20t — 52,
Qual é a velocidade média do objeto entre:

a) 0e2segundos.

b) 2 e 4 segundos.

(Receita) A funcdo que fornece a receita total em reais obtida com a venda de um deter-
minado eletrodoméstico é
R(z) = 36z — 0,01z,

em que x é o nimero de unidades vendidas. Qual é a taxa da variacao média da receita
R(z) a medida que  aumenta de 10 para 20 unidades?

(Demanda) Se a demanda por um produto p é dada pela funcao

_looo
\/T) 9

qual é a taxa de variacdo média da demanda quando p aumenta de

D(p)

a) 1para 25?
b) 25 para 1007
(Custo total) Suponha que o custo total em délares para a producdo de z impressoras seja

dado pela funcao
C(x) = 0,0001z3w + 0, 00522 + 28z + 3000.

Encontre a taxa de variacao média do custo total quando a producao varia:

a) De 100 para 300 impressoras;
b) De 300 para 600 impressoras.

TAXA DE VHRIHC@D‘ CARITULD
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A figura a seguir mostra o grafico do custo total (em milhares de reais) em funcéo da
quantidade (em milhares de unidades) de um produto manufaturado por uma determi-
nada companhia. Ordene, da menor para a maior, as taxas de variacdo médias do custo
total de A para B, B para C' e A para C.

C(x)
h

501

301

20T

(ENEM 2019) Os exercicios fisicos sao recomendados para o bom funcionamento do orga-
nismo, pois aceleram o metabolismo e, em consequéncia, elevam o consumo de calorias.
No grafico, estao registrados os valores caléricos, em kcal, gastos em cinco diferentes
atividades fisicas, em funcao do tempo dedicado as atividades, contado em minuto.

140
120 °

100 ® )

80 ]
60
40
20 °

(kcal)

5 10 15 20 25 30 Tempo (min)

Qual dessas atividades fisicas proporciona o maior consumo de quilocalorias por minuto?

a) |

b) Il
c)
d) v
e) V



(ENEM 2019) O grafico a seguir mostra a evolucao mensal das vendas de certo produto
de julho a novembro de 2011.

Unidades
vendidas

2.800
2.700

2.500

700

jul Ago Set Out Nov Més

Sabe-se que 0 més de julho foi o pior momento da empresa em 2011 e que o nimero de
unidades vendidas desse produto em dezembro de 2011 foi igual a média aritmética do
ndmero de unidades vendidas nos meses de julho a novembro do mesmo ano. O gerente
de vendas disse, em uma reuniao da diretoria, que, se essa reducao no nimero de unida-
des vendidas de novembro para dezembro de 2011 se mantivesse constante nos meses
subseqguentes, as vendas s6 voltariam a ficar piores que julho de 2011 apenas no final de
2012. O diretor financeiro rebateu imediatamente esse argumento mostrando que, man-
tida a tendéncia, isso aconteceria jd em

a) Janeiro
b) Fevereiro
¢) Marco
d) Abril

e) Maio
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Funcao Afim

Funcdes linear e afim e suas representacdes
algébrica e grafica, taxa de variacdo, pro-
porcionalidade direta, funcdes afins de domi-
nio discreto (Progressdes Aritméticas), Apli-
cacoes.

O modelo de variacdo constante é um dos
modelos mais presentes em observacdes ci-
entificas e até mesmo em nosso cotidiano.
Ele pode ser identificado por exemplo, em
relacdes que modelam a compra/consumo e
venda, o esvaziamento de um recipiente por
um ralo em funcdo do tempo ou na relacdo
entre distancia e tempo do “movimento uni-
forme” estudado pela Cinematica, entre tan-
tos outros. Um caso particularmente impor-
tante é aquele em que ha proporcionalidade
entre as grandezas envolvidas na modelagem.
As ide ias desenvolvidas neste capitulo ser-
vem como base para aplicacdes em diversas
areas.
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No capitulo de FuncGes, vocé foi apresentado ao conceito de funcd@o, uma relacdo entre duas
grandezas que atende determinadas condicoes. Neste capitulo, pretendemos coloca-lo em
contato com um dos modelos mais presentes em observacdes cientificas e até mesmo em
nosso cotidiano, o modelo de variacao constante, aqui representado pelo conceito de funcao
afim. Este modelo pode ser identificado por exemplo, em relac6es que modelam a compra/con-
sumo e venda, o esvaziamento de um recipiente por um ralo em funcao do tempo ou na relacao
entre distancia e tempo do “movimento uniforme” estudado pela Cinematica, entre tantos ou-
tros. Antes de estudarmos a funcao afim propriamente dita, vamos entender um de seus casos
particulares, a funcao linear.

Comecemos analisando os seguintes problemas:

Um grupo de 5 misicos toca uma peca de miusica
em 10 minutos. Outro grupo de 35 musicos toca a
mesma peca. Em quanto tempo eles tocardo?

O melhor tempo de Antdnio para correr os 100 ‘

metros rasos é 17 segundos. Em quanto tempo
ele correra 1km?

Uma loja vende no més de dezembro 320 cartdes
de Natal. Quantos cartdes desses venderd nos
meses de janeiro, fevereiro e abril, juntos?

Os trés problemas acima fornecem trés informacoes e propdem que, a partir delas, determine-
mos uma quarta informacao. Esse é o enunciado tipico de problemas cujo método de solucao é
conhecido como “regra de trés". Entretanto, nenhum dos problemas apresentados, como vocé
deve ter percebido, pode ser resolvido aplicando a tal regra. Vocé consegue imaginar por qué?

Isso se deve ao fato de que as grandezas relacionadas ndo sdo proporcionais entre si. Nao é
verdade que se 5 musicos tocam uma peca de musica em 10 minutos, 35 musicos (que é 7 x 5)
tocarao a peca em 7 x 10 minutos, afinal trata-se da mesma musica, logo 35, 45 ou 179 musicos
tocarao a tal peca nos mesmos 10 minutos. Isto é, o tempo de execucao nao é diretamente
proporcional ao nimero de musicos que executam a mdsica.

Teorema Diz-se que duas grandezas sao diretamente proporcionais quando elas se corres-
pondem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um nlimero
real, a quantidade correspondente da outra fica multiplicada pelo mesmo nimero, sem-

FUNCRO F!FIM] CAPITULD
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pre que os resultados dessas multiplicactes fizerem sentido no contexto observado.

X — Y
k- X — k-Y

E muito comum encontrarmos situacdes no nosso dia a dia em que as grandezas envolvidas
sao diretamente proporcionais, e vocé certamente ja resolveu muitos problemas, na escola e
fora dela, usando a “regra de trés".

Na piscina Atividade 1

.

Duas piscinas de 1000 litros cada estao sendo enchidas simultaneamente. A piscina 1 leva 5
horas para ficar completamente cheia e a piscina 2, 8 horas. A cada hora, o volume total de
dgua em cada piscina foi sendo registrado em dois graficos

10004
900
800
700
600
500

capacidade(litros)

400
300
200
100

\
[

tgmpo(ho?as)

Figura 3.1: Piscina 1



10004
900
800

700
600

capacidade(litros)

500
400
300
200
100

tempo(horas)

Figura 3.2: Piscina 2

a) Construa uma tabela com os dados de cada grafico.

b) As grandezas volume total de dgua e tempo de enchimento da piscina 1sao diretamente
proporcionais? Explique.

c) Asgrandezas volume total de dgua e tempo de enchimento da piscina 2 sdo diretamente
proporcionais? Explique.

PARA REFLETIR

Suponha que os dados numéricos fossem omitidos dos eixos nos dois graficos. Ainda assim
seria possivel determinar a proporcionalidade ou ndo entre as grandezas? Como?

FUNCRO HFIM] CAPITULD
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Considere duas grandezas diretamente proporcionais que podem assumir quaisquer valores re-
ais e vamos representa-las pelas letras z e y. Entao, sempre que multiplicarmos x por qualgquer
nimero real k, o valor correspondente da grandeza y também fica multiplicado pelo mesmo va-
lor. Isto é

T —— oy
k-x — k-y

FUNCAO F{FIMJ CAPITULD

VVamos agora, traduzir a propriedade acima para a linguagem de funcao. Consideremos que a
grandeza y é expressa como funcdo da grandeza z, isto é, y = f(x). Vamos supor que quando
a variavel z vale 1, o valor correspondente de y é a, ou seja, f(1) = a. Assim, teremos

r ——  f(z)
| a

/A 2a
3 — 3a

Usando a “regra de trés" nas duas primeiras linhas fica assim

0 que nos leva a

Toda funcao real que pode ser expressa na forma f(z) = ax para algum nimero real a, é cha-
mada de funcdo linear. Neste caso, as grandezas representadas pelas varidveisz ey = f(x)
sao diretamente proporcionais. O nimero a = f(1) é chamado de constante de proporcionali-
dade entre as grandezas.

Na Atividade Na piscina vocé deve ter percebido que as grandezas relacionadas eram direta-
mente proporcionais apenas no caso da piscina 1. Naquele caso, a funcao que fornece o volume
de dgua na piscina em funcao do tempo édadapor V : {1,2,3,4,5} - R, V(¢t) = V(1)-t = 200-t.

PARA REFLETIR N

Suponha que duas grandezas x e y se relacionem de maneira que y seja uma funcao linear
de z.

a) Essas duas grandezas sao proporcionais?

b) Podemos afirmar também que = é uma funcdo linear de y?




===piw=\[s[sl FUNCAO LINEAR
Taxa de cambio
.

Segundo o site do Banco Central do Brasil, a taxa de cdmbio é o preco de uma moeda estran-
geira medido em unidades ou fracdes (centavos) da moeda nacional. Em um determinado dia
as taxas de cambio do délar americano e do euro eram respectivamente R$ 3,20 e R$ 4,00.

a) Nesse mesmo dia vocé deseja comprar 100 délares. Qual seria o valor em reais necessa-
rio para realizar essa compra?

b) Para adquirir nesse mesmo dia 200 euros, qual o valor em reais devera ser desembol-
sado?

c) A partir da taxa praticada nesse dia, apresente uma funcao que converta délar ameri-
cano para reais. Qual o conjunto dominio mais adequado a ser considerado para essa
funcao? Justifique.

d) Com a taxa de cdmbio que estd sendo praticada nesse dia, quantos ddlares americanos
podem ser comprados com R$ 2000,00. Com os mesmos R$ 2000,00, quantos euros po-
dem ser adquiridos?

Proporcionalidade na construcao de retangulos Atividade 3

.

Considere o retangulo R abaixo, de lados 3 e 1,5, e responda as questdes propostas.

1,5

a) Observe o retangulo da figura a seguir e determine se ele é semelhante ou ndo ao retan-

gulo R.
_ 1’5

6

b) Na figura a seguir temos a medida base de um retangulo em destaque, qual deve ser a
medida de sua altura para que o retangulo gerado seja semelhante a R? Qual a funcao
linear que relaciona esses dois retangulos?
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c) Seguindo a mesma ideia do item anterior, qual deve ser a medida da altura desse novo
retangulo de base 5, para que ele seja semelhante a R? E neste caso, qual a funcao linear
entre os retangulos?

d) Janafigura a seguir, apresentamos um retangulo de altura 4, qual deve ser a medida da
base desse novo retangulo, para que ele seja semelhante a R?

e) Na figura a seguir, apresentamos um retangulo cuja base tem a mesma medida da base
de R (igual a 3), e cuja altura coincide com a de um triangulo equilatero de lado medindo
3. Esse retangulo é semelhante a R?

f) Se utlizarmos a altura do retangulo da figura anterior na construcdo de um novo retan-
gulo, qual deve ser a medida de sua base para que seja semelhantea R?




Qual é a area? Atividade 4

.

Caso tenha disponibilidade, sugerimos o uso da construcao GeoGebra disponivel neste link,
que é a versao eletrénica dessa atividade.
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a) Cada circulo representado a seguir tem area total 20. Um dos setores circulares desta-
cados em verde nesses circulos tem drea 14. Qual é esse setor?

(a)Q (b)e (C)e

b) Agora, um dos setores circulares em verde tem area 18. Qual é esse setor?
(a)‘ (b)l ! (C)e

c) Explique a estratégia matematica que vocé utilizou para resolver os itens anteriores?

Dentre os setores circulares apresentados a seguir, um deles tem drea 7. Aplique sua
estratégia para determinar qual é esse setor.

(@ (b)Q (C)Q
d) Possivelmente vocé encontrou alguma dificuldade para determinar a resposta correta

no item anterior. Que tal acrescentarmos uma informacdo a mais para ajudar na deci-
sao?



https://www.geogebra.org/m/Xjjym4e7
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(E‘)@ 03)@ (C)Q
e) Eagora? Como vocé usou a medida do dngulo que determina o setor circular para ajudar

no calculo da area? Vamos fazer mais uma vez! Um dos setores apresentados a seguir
tem drea 4. Determine esse setor.

(a)@ GJ)@ (C)@
f) Determine a funcéo que relaciona a area do setor circular com o seu éngulo central, es-
pecificando seu dominio.

PARA REFLETIR ~N

Em uma circunferéncia, podemos relacionar a area A e o raio r por meio da funcao
A(r) = mr% Aumentando o raio da circunferéncia, sua drea também aumenta. Isso nos
indica que a funcao A é crescente. Reflita um pouco e responda: Essa funcao é linear? Ou
seja, a éarea de um circulo é proporcional ao seu raio?

Pense no seguinte caso: A area de um circulo de raio 2r é igual ao dobro da area de um
circulo de raio r? Ou ainda, é possivel encontrar um ndmero real (fixo) tal que A(r) =k - r?
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Teor de alcool sanguineo

De acordo com o site wikiHow o Teor Alcoélico Sanguineo, ou TAS, é a medida da proporcdo de
alcool no sangue de uma pessoa. Um TAS de 0,08 indica que ha 80 mg de alcool por 100 ml de
sangue. 0 alcool é absorvido de forma diferente pelos homens e pelas mulheres. O corpo mas-
culino geralmente tem mais agua (61% versus 52%) e, portanto, dilui melhor o dlcool, gerando
TAS mais baixos.

.

O TAS é proporcional ao nimero de doses de bebida consumidas, de maneira que para um
homem de 75 kg, a funcdo linear i(z) que relaciona o TAS com o nimero de doses x de bebida
é dada pela expressao

h(z) = 0,0205 - x.
Para uma mulher que pesa 60 kg, a mesma relacao é dada pela funcao linear

m(x) = 0,0307 - .

a) Complete a tabela a seguir que relaciona os valores de ii(z) e de m(z) correspondentes
a valores inteiros de z, de 0 a 5.

b) Calcule, para a funcdo h(z), as taxas de variacdo médias nos seguintes intervalos de
valores de x:

i) entrex=0ex=1;
i) entrex=1ex = 3;

iii) entrex =2ex = 5;
c) Repita o item anterior para a funcdo m(z) nos intervalos:

i) entrez =2ex = 3;
ii) entrex=1ex = 4;
iii) entrex =0ex = 5;

d) A partir dos itens anteriores, faca uma conjectura sobre as taxas de variacdo médias de
uma funcao linear qualquer.

FUNCRO HFIM] CAPITULD


https://pt.wikihow.com/Calcular-o-N%C3%ADvel-de-%C3%81lcool-no-Sangue
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Camara frigorifica

Uma camara frigorifica estd programada para diminuir sua temperatura segundo uma taxa
constante em °C por hora. Na primeira observacao constata-se que ela esta a 0° C. Apds 8
horas, realiza-se uma nova observacao e seu visor mostra a temperatura de —24° e também
o seguinte grafico para a evolucao da temperatura em funcao do tempo.

.

4x

2 Tempo (h)\

4 2 0N 2 4 6 8!

Temperatura °C
N
(@)

a) Qual a temperatura da camara 1 hora apds a primeira observacdo? E 5 horas apés a
primeira observacao? E ¢t horas apds a primeira observacao?

b) Qual o valor da taxa (de variacdo média) constante segundo a qual a temperatura dimi-
nui?

c) Determine a funcdo que relaciona temperatura e tempo nesse contexto, considerando
para seu dominio o intervalo de ndmeros reais [0, 8. Ela é uma funcdo crescente ou de-
crescente? Por que?

d) Como seria o gréfico se a temperatura, no mesmo intervalo de tempo, ao invés de di-
minuir, estivesse aumentando 1,5°C/h? Qual seria a expressao da funcao, nesse caso?
Teriamos uma funcao crescente ou decrescente? Por que?

e) Complete as lacunas da sentenca abaixo para formular uma conjectura que relacione a
taxa de variacao média da funcao linear com o crescimento ou decrescimento da funcao.

“Quando a taxa de variacao média de uma funcao linear € um nimero real ,

afuncaoé e quando a taxa & um nimero real ,afun-
caoé




Hora de carregar o celular Atividade 1

-

9:02

5% CARREGANDO
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0 tempo total de recarga da bateria (de 0% a 100%) de um determinado modelo de telefone
celular é de 2 horas e 5 minutos. Supondo que o carregamento ocorre segundo uma taxa cons-
tante:

a) Facauma tabela que forneca o percentual de carga na bateria a cada 25 minutos, a partir
de zero.
b) Represente em um plano cartesiano os pontos da tabela do item anterior.

c) Descreva uma estratégia que permita, a partir da representacao gréfica obtida no item
anterior, determinar o percentual de carga na bateria apés 40 minutos de carregamento.

d) Determine a funcdo que modela o carregamento desse modelo de telefone, especifi-
cando seus dominio e conjunto imagem.

e) Qual é a taxa de carregamento desse modelo de telefone celular.
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No capitulo de Taxa de variacao, vocé aprendeu a calcular a taxa de variacao média de uma
funcao em um determinado intervalo. E um nimero expresso em forma de uma razao que
fornece diversas informacdes sobre o comportamento da funcao no intervalo considerado.

Relembrando, se um intervalo [z, z,] estd contido no dominio de uma funcdo f, entdo a taxa
de variacao média dessa funcao nesse intervalo é a razao

fxg) = fa1)
Ty — 1

Como vocé deve ter percebido na Atividade Teor de dlcool sanguineo, o valor obtido para as
taxas de variacdo médias nos diversos intervalos foi sempre o mesmo para cada funcdo consi-
derada. Essa é uma propriedade importante das func@es lineares, que provaremos agora.

Considere uma funcao linear ¢ : R — R, dada por 4(z) = a - x, e também dois nimeros reais
distintos z; < z,. A taxa de variacdo média de ¢ no intervalo [z, 23] pode ser calculada assim

U(xg) — L(zy) _ axy —axry a(ry — 1) _

To — I To — X7 To — X7

Podemos destacar duas coisas sobre a conclusado deste Ultimo calculo:

B ovalor final para a taxa de variacao média nao depende dos valores de x e z,. Isso signi-
fica que podemos escolher qualquer intervalo de nimeros reais e chegaremos ao mesmao
resultado.

B o resultado coincide com o coeficiente de x na expressao da funcao, e também pode ser

obtido calculando-se a imagem de x = 1. Sendo assim, podemos afirmar que a funcao

N L . N 3x
y = Tz tem taxa de variacdo meédia constante igual a 7, enquanto que a funcao y = — 5

. L . 3
tem taxa de variacao média constante igual a —r

Teorema Toda funcao linear f tem taxa de variacao média constante igual a f(1), e pode ser
representada pela expressao f(z) = f(1) - z.

PARA REFLETIR

E verdade que se uma func&o tem taxa de variacdo média constante entdo ela é uma funcdo
linear? Pense em exemplos com taxas de variacao médias constantes e verifique se ha ou
nao proporcionalidade nesses casos.

Usando essas ideias no contexto da Atividade Camara frigorifica, podemos afirmar que a ex-
pressdo da temperatura em funcao do tempo, mostrada pelo gréfico pode ser dada por f(t) =
—3t, uma vez que f(1) = —3. A cada hora a temperatura decresce 3°C, gerando portanto uma
funcao decrescente.

De uma maneira geral, se a taxa de variacao média a de uma funcdo linear & um nimero real
negativo, entdo essa funcao é decrescente, pois, paraa < 0

T < Ty <= axy > axqy < f(x1) > f(2).



Por outro lado, se a taxa de variacao média a de uma funcao linear € um ndmero real positivo,
entao essa funcdo é crescente, pois, nesse casoa > 0 e

T < Ty <= axy < axy < f(x1) < f(x9).

VVamos agora entender como é a representacao grafica de uma funcdo com taxa de variacao
meédia constante. Para isso, consideremos uma funcao f : R — R que tenha essa propriedade,
isto é, para qualquer intervalo a taxa de variacdo média de f neste intervalo é igual a a.

Na figura a seguir, os pontos A = (x1, f(x1)) e B = (x4, f(z4)) pertencem ao grafico da funcdo f.
0 segmento BC mede f(zy) — f(z1) e 0 segmento AC mede z, — x;. Dessa forma o quociente

BC | . . NS < . ,
VTel é igual a taxa de variacao média da funcao nesse intervalo, e portanto podemos conluir
que BC =a-AC.
f@s) f-m-mmm----2 B
if(@)—f(ﬂcl)
A/// I
f(@y) p---3 oo iC
1 X9 — T

BC — _ _
::f(m) flxy) — 04— BC —a.4C.

AC Lo — T
Por isso, quaisquer dois pontos do grafico de f, sempre serao extremidades da hipotenusa de
um triangulo retangulo cujos catetos sdo paralelos aos eixos e suas medidas se relacionam
conforme a seguinte figura.

h

Consideremos agora trés pontos do grafico de f com os respectivos triangulos retangulos da
construcao anterior.

FUNCRO I:u:lM] CAPITULD
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Como os triangulos sao semelhantes e tém um ponto em comum, podemos concluir que os trés
pontos pertencem a uma mesma reta. A conclusao é valida quaisquer que sejam os trés pontos
considerados, logo acabamos de justificar a seguinte propriedade.

Teorema Se uma funcao tem taxa de variacdo média constante entdo seu grafico esté contido
em uma reta.

Em particular, como a funcao linear tem taxa de variacdo meédia constante, seu grafico
esta contido em uma reta.

Algumas propriedades da funcao linear

B Sempre que fizer sentido calcular a imagem de z = 0, teremos f(0) = a-0 = 0,
isto é, a origem (0, 0) do plano cartesiano pertencera ao gréfico de f. Em qualquer
caso, o graficode uma funcao linear esta contido em uma reta que passa pela origem
(mesmo quando nao fizer sentido calcular a imagem de x = 0).

B Ataxa de variacao da funcdo linear f(z) = ax também pode ser calculada fazendo-
se a diferenca entre as imagens de dois valores que distam 1 entre si da seguinte
maneira:

flz+1)—f(x)=a(z+1)—ar=ar+a—axr=a

JEREVI SEE :

w

B Afuncao linear f(z) = x é chamada funcao identidade.



N W & un o
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6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Para uma visualizacao do comportamento da representacao grafica com taxa de variacao
média também negativa, sugerimos o uso da construcao GeoGebra disponivel neste link .

B Se uma reta contém a origem do plano cartesiano e o ponto (zg,yy) com xg # 0,
Yo

entdo ela é o grafico da funcao linear f : R — R, dada por f(z) = az,em quea = =—.
Lo

Para verificar isso, basta observarmos uma reta nas condicdes dadas e os dois triangu-
los retangulos destacados da figura a seguir a partir da origem e dos pontos (zg,yg)
(z,y). Observe que, qualquer que seja o ponto (z,y) escolhido diferente da origem, esses
triangulos sao semelhantes, portanto,

@:@éf(x):@.x

AN

Yo 7
o1
Grrrr71
x ————————— & rrrrrr]
v rrrrrrrsd
Grrvivsrrr77771
Frrevredrsrrrrrr771
Yovrrevrredi sz
Grrvvvveeveeivrrrrrrrzl
Frr277222222222270 777777771

T To



https://www.geogebra.org/m/FSnzt9vC
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Assim, por exemplo, a reta que contém a origem e o ponto (3,8) é o grafico da funcao

f(z) = §x Se a reta contém a origem e o ponto (—5, 2) ela serd o gréafico da funcdo g(z) =

2 "2
_51} = 533
8F-1(3,8)
3 (4
2z ~ 8
Grafico da funcdo f(z) = 3%
(_572)
oo -- 2
_5 !
e ~ 2
Grafico da funcdo g(z) = —5%

Concluimos, assim, que toda reta nao vertical que contém a origem é o grafico de uma
funcao linear.
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Quando trocar o filtro do purificador?

RAtividade 8

Ha 1 ano vocé adquiriu um purificador de d4gua com capacidade de refrigeracdo, e deseja saber
quanto tempo falta para realizar a troca do filtro interno. No manual do fabricante do seu
purificador, vocé encontra o seguinte quadro:

.
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‘ FIT FLAT ‘ PLUS ‘ SLIM STAR
Di ~
Tﬁ::es 27cm 29cm 40cm 36cm 40cm
29cm 36cm 30cm 25cm 30cm
Largura 36cm 36cm 45cm 41cm 36cm
Profundidade
Peso bruto 13kg 12kg T4akg 13kg 13kg
1,1 1,5 4.4 1,5 2,2
Capacidade de
\ . litros/hora | litros/hora | litros/hora | litros/hora | litros/hora
refrigeracdo com ) ) , , ,
T (atende até | (atende até | (atende até | (atende até | (atende até
ambiente a 32°C
, 15 10 30 10 15
e aguaa27°C
pessoas) pessoas) pessoas) pessoas) pessoas)
Capacidade de
armazenamento 1,2 litros 1.5 litros 2 litros 1.5 litros 2 litros
de dgual gelada
Gas
. R134a R134a R134a R134a R134a
refrigerante
Carga de gés 36g 32g 32g 32g 36g
Tensdo 127V ou 127V ou 127V ou 127V ou 127V ou
220V-60Hz | 220V-60Hz | 220V-60Hz | 220V-60Hz | 220V-60Hz
Poténcia 100W 100W 100W 100W 00w
Pressao nominal 0,196MPa (30 metros de coluna de dgua)
Temperatura
min/max de rede 0,29MPa a 0,392MPa (3 a 40 metros de coluna de dgua)
hidraulica
Temperatura
min/max de 5°C a 42°C
trabalho
Vazao elemento
filtrante 4.000 litros
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Vazdo maxima

recomendada 0,75 litros/minuto

Volume interno 1,6 litros 2 litros 2,5 litros 2 litros 2,5 litros

do aparelho

Volume de

referéncia para

ensio de 4.000 litros

particulado

a) Quais informacdes do quadro sdo relevantes para responder a sua duvida?
b) Explique com suas palavras o significado da vazao 0,75 litros/minuto.

c) Para calcular a vida Gtil do seu filtro interno, é necessario estimar a quantidade de dgua

consumida diariamente na sua casa. Suponha, entao, que vocé observou que o purifica-
dor é acionado ao longo de um dia o equivalente ao tempo total de 12 minutos. Quantos
litros de dgua sd&o consumidos em um dia, nessas condicdes? (assuma que o purificador
foi regulado para funcionar com a vazdo maxima recomendada pelo fabricante)

d) Assumindo que o consumo estimado no item anterior seja o mesmo para todos os dias,

qual foi o consumo de agua do purificador ao final do primeiro dia de uso? E entre o0 10°
e o 11° dias de uso?

e) Qual o aumento do consumo de dgua observado para cada dia de uso do purificador?

f) Calcule a vida qatil do filtro interno do seu aparelho e, supondo que vocé tenha utilizado

o seu purificador todos os dias desde a instalacao, determine em quanto tempo vocé
deverad solicitar a troca do seu filtro interno.

g) Com base nas informacdes que vocé possui, encontre uma expressdo matematica que

relacione o consumo de agua do purificador em funcdo do tempo de uso em dias e
represente-a graficamente.
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Distancia x tempo

.

O grafico a seguir mostra a variacao da distancia a um ponto de referéncia de uma pessoa que
caminha em linha reta durante 4 segundos. Algumas informacdes sobre o movimento podem
ser extraidas diretamente dessa representacao grafica.
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a) Aque distancia do ponto de referéncia estava a pessoa no inicio da contagem do tempo?
E ao final de 4 segundos?

b) Qual a disténcia total percorrida?

) E possivel saber se ele esta se afastando ou se aproximando do ponto de referéncia?
Como?

d) Qual a velocidade média da pessoa no intervalo de tempo de 0 a 4 segundos?

e) A que distancia a pessoa estava do ponto de referéncia apés 1 segundo do inicio da ca-
minhada? Qual a distancia percorrida por ela nesse intervalo de tempo?

f) Qual a disténcia percorrida pela pessoa entre 1 e 2 segundos? E entre 3 e 4 segundos?

g) 0 que se pode concluir, a partir das suas respostas nos itens (e) e (f), sobre a variacéo
da distancia percorrida a cada minuto de caminhada?

h) As grandezas relacionadas pelo grafico s@o proporcionais? Porque?
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0 gréfico da atividade distancia x tempo apresenta a distancia até o ponto de referéncia como
uma funcao do tempo. Como a acdo acontece no intervalo de tempo de 0 a 4 segundos, pode-
mos modelar essa relacao com uma funcao f cujo dominio é o intervalo [0,4],isto é, f : [0,4] —
R. Vamos juntos determinar uma expressao para f7

Apesar do grafico ser um segmento de reta, f ndo pode ser uma funcao linear, pois a reta nao
contém a origem do plano cartesiano. Como no inicio da contagem do tempo a pessoa estava
na posicao 1, devemos ter f(0) = 1. Em particular, as grandezas posicdo e tempo, nesse caso,
Nnao sao proporcionais.

VVamos considerar, como na atividade, a relacao de outra grandeza com o tempo: a distancia
percorrida do inicio até o instante t. Nesse caso temos proporcionalidade e vamos ver por qué.

Para facilitar a discussao, chamemos essa funcdo de d(t).

Seu dominio coincide com o dominio de f e podemos

dizer que d(t) é a distancia percorrida no intervalo de 0l1l-1=0
tempo [0, t]. Por exemplo, como fazemos para calcular T T3-1=29
d(2) ? Basta saber em que posicOes a pessoa estava nos 55 -1=1
tempost = 0 et = 2 e fazer a diferenca. Neste caso s 7 -1=¢6
d(2) = f(2) — f(0) = 5—1 = 4. Isso nos da a dica de 19 -1=3

como calcular d(t) para qualquer ¢t € [0, 4].

d(t) = £(t) - J(0) = d(t) = f(t) - 1.

Por causa dessa ultima relacao, o grafico de d sera exatamente igual ao grafico de f, deslocado
uma unidade para baixo. Ou seja, uma reta paralela a que é o grafico de f e que passa pela
origem. Conclusao, d(t) € uma funcao linear, e, como d(1) = 2, podemos afirmar que d(t) = 2t.

distancia (m)

distancia percorrida

tempo (s)

Pelo que tinhamos visto, d(t) = f(t) — 1, 0 que nos leva a expressao

Ft)=2t+1



Chamamos qualquer funcao que pode ser escrita dessa forma de uma funcao afim, isto é,
toda funcao real que pode ser escrita da forma

flx)=ax+0b
para quaisquer nimeros reais a # 0 e b. O grafico de uma funcao afim é sempre uma reta,
paralela a reta grafico da funcao linear ¢(x) = ax deslocada b unidades na vertical.

O nimero a é a taxa de variacdo média da funcdo afim f (e da funcao linear também) em
qualquer intervalo.

Af _ fmy) = f(z1) _ axy+b—(axy +b)  a(xy— 1)

Ax Ty — I Ty — Tq Ty — T1

EXEMPLO 1 \

Figura 3.3: Exemplos: (z) = 2z, f(z) =2z +5eg(z) =22 —3

FUNCRO HFIM] CAPITULD
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Figura 3.4: Exemplos: {(z) = —z, f(z) = —z —2eg(z) = —2 +6

Ainclinacao de uma reta e a taxa de variacao média

Figura 3.5: Flickr: Palacio do Planalto, Brasilia, Brasil

Em muitas construcdes, quando se deseja fazer o acesso entre dois espacos que estdao em ni-
veis diferentes, usa-se a rampa como recurso. A rampa € uma superficie, em geral plana, que
liga dois niveis diferentes. Uma caracteristica importante de uma rampa é a sua inclinacdo (ou
declive). Rampas muito ingremes podem se tornar obstéculos intransponiveis para cadeiran-
tes, por exemplo. Como medir, entdo, a inclinacao de uma rampa? A inclinacao de uma rampa
é o nimero obtido quando dividimos a altura (diferenca entre os niveis) pelo deslocamento
horizontal


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18864847

altura

inclinacao = -
deslocamento horizontal

€ 77

altura

deslocamento horizontal

Uma rampa que tem o deslocamento horizontal muito menor que a altura, tera pela férmula
uma inclinacao grande, enquanto uma rampa em que o deslocamento horizontal € bem maior
que a altura, terd uma inclinacdo pequena. Rampas de inclinacdo pequena sao as mais deseja-
veis.

A Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT) tem normas para a construcéo de rampas
(@ NBR 9050:2015 que pode ser acessada neste link) que contém o seguinte artigo:

6.6.2.1 As rampas devem ter inclinacdo de acordo com os limites estabelecidos na
Tabela. Parainclinacao entre 6,25% e 8,33% é recomendado criar dreas de descanso
(6.5.) nos patamares, a cada 50m de percurso. Excetuam-se deste requisito as ram-
pas citadas em 10.4 (plateia e palcos), 10.12 (piscinas) e 10.14 (praias).

Desniveis maximos Inclinacao

de cada segmento admissivel em cada NUmero maximo de
de rampa segmento de rampa segmentos de rampa

h, 7
1,50 5,00(1 : 20) Sem limite
1,00 5,00(1 : 20) < i < 6,25(1 : 16) Sem limite
0,30 6,25(1: 16) < i < 8,33(1 : 12) 15

Por exemplo, para uma rampa ter inclinacao 5%(1 : 20) ela precisa de 20 metros de desloca-
mento horizontal para cada metro de subida, ou dito de outra forma, para cada metro de des-
locamento horizontal, a rampa “sobe"” 0,05 metros. Veja se as rampas ilustradas abaixo estao
dentro das especificacoes da ABNT.

Da mesma forma, a inclinacao de uma reta é a medida do quao ingreme ela é em relacao ao
sistema de coordenadas onde ela esta inserida. Dada uma reta em um plano cartesiano, para
determinarmos sua inclinacao basta fazer a divisdo entre a variacao das ordenadas e a variacao
das abscissas para quaisquer dois pontos da reta

Yo — Y1

inclinacdo =
Ty — T
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Figura 3.6: Inclinacao de uma reta

T )
Por exemplo, a reta que contém os pontos (1,2) e (5,7) tem inclinacao g = —, enquanto a

-1 4
—6—3 -9
reta que contém os pontos (—1, 3) e (2, —6) tem inclinacdo =) =3 = -3.
-2 5
-1 4

3|
[ eea
i oy
- 9
_6 ,,,,,

Figura 3.8: Inclinacao da reta que contém os pontos (—1, 3) e (2, —6)

Se considerarmos uma reta no plano e a funcao afim f que a tem como grafico, a inclinacao da
reta coincide com a taxa de variacao da funcao f.



5
Por exemplo, a reta da Figura 3.7 acima é o grafico da funcdo afim f(x) = 1 + b. Para deter-
minarmos o valor de b, basta substituirmos um dos pontos que estdo sobre a reta. Como (1, 2)
pertence ao gréafico de f, podemos afirmar que f(1) = 2, logo
5 5 3
2=--1+0D b=2—-=—
TR 171
. N ) - 5 3
Isto é, a funcdo f é dada pela expressao f(z) = i + 7
J& areta da Figura 3.8 tem expressdo f(x) = —3x.

Retas horizontais nao possuem inclinacao, de fato nao ha deslocamento vertical quando nos
deslocamos horizontalmente sobre a reta, ou seja, sua inclinacao sera igual a zero.

FUNCRO HFIM] CAPITULD
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Antecipando o pagamento de uma divida
r

O cliente de um banco foi a sua agéncia de relacionamento para negociar a antecipacao de
uma divida no valor de R$ 5.000, 00, que venceria no prazo de 8 meses. L3, foi informado pelo
gerente que a modalidade praticada era a de desconto comercial, no qual o valor a ser descon-
tado é calculado a partir do valor da divida e é proporcional ao tempo de antecipacao. Para o
caso em questao, o gerente gerou a seguinte quadro:

Antecipagdo (meses) 0
Valor a pagar (R%) 5.000 | 4.750 | 4.500 | 4.250 | 4.000

a) Observando o padrao de desconto, complete a tabela até o 8° més de antecipacao.

b) Descreva a variacdo sofrida pelo valor a pagar a medida que aumenta o tempo de ante-
cipacao. O que se pode afirmar sobre a variacao observada no valor a pagar entre dois
meses consecutivos?

c) Descreva a variacdo sofrida pelo valor do desconto a medida que aumenta o tempo de
antecipacao. O que se pode afirmar sobre a variacao observada no valor de desconto
entre dois meses consecutivos?

d) Qual é, entdo, a taxa mensal de desconto comercial praticada pelo banco?

e) No plano cartesiano a seguir estdo representados os pares ordenados (n, D(n)) em que
n € o tempo de antecipacao e D(n) o valor do desconto correspondente. Represente
nele os pontos que correspondem aos pares ordenados (n, V(n)) em que V' (n) é o valor
a pagar no tempo n.

Abastecendo a caixa Atividade 11

.

Uma caixa de dgua é abastecida por uma torneira cujo fluxo de dgua é constante e igual a 10
litros por minuto e, simultaneamente, seu contetdo escoa, por um ralo, cujo fluxo de agua é
controlado a razao constante de 15 litros por minuto. Em certo instante, o volume de agua
dentro da caixa é de 100 litros, estando a torneira e o ralo ambos abertos.

a) Sendo V(¢) o volume de dgua na caixa apds t minutos do instante citado. Exiba uma
sentenca matematica para V' (¢).

b) Complete a tabela abaixo com os valores correspondentes ao volume de dgua na caixa.

Tempo (minutos) 0 1 2 3 4 5 10 20

Volume (litros) 4




c) A medida que os valores do tempo aumentam, o que ocorre com os valores correspon-
dentes ao volume de dgua da caixa?

d) Quando os valores do tempo aumentam det = 1at = 2, o quanto variam os valores
correspondentes ao volume de agua da caixa? E quando estes valores aumentam de
t=12at =137

e) Quando os valores do tempo aumentam em uma unidade, a partir de um instante qual-
guer, o quanto variam os valores correspondentes ao volume de agua da caixa?

Temperatura Controlada RAtividade 12

.

Num laboratério, um quimico conseguiu controlar a variacdo de temperatura de dois com-
postos. A variacao de ambos estd associada as funcoes afins f e g, de maneira que a taxa
de variacao das temperaturas de cada um dos compostos seja constante. Observe o grafico,
onde o eixo das ordenadas indica a temperatura (em graus Celsius) de cada composto em
funcdo do tempo ¢, em minutos. O grafico da figura a seguir modela a situacao:

O grafico da funcdo f passa pelos pontos A = (0, —4) e B = (4,0), indicando que o composto
associado a f esta com uma temperatura de —4°C no inicio da medicao e apds 4 minutos a
temperatura atinge 0°C.

O grafico da funcdo g passa pelos pontos C' = (0,2) e D = (2,0), indicando que o composto
associado a g estda com uma temperatura de 2°C no inicio da medicdo e apés 2 minutos a
temperatura atinge 0°C.

Com base nas informacdes do texto responda as perguntas a seguir:

a) Determine as expressoes das funcdes afins f e g.

b) Atemperatura do composto associado a funcéo f estdo aumentando ou diminuindo? E
do composto associado a funcao g7

c) Em quanto tempo cada composto atinge a temperatura de

i) 1°C?

i) —3°C7
i) —8°C?
iv) 10°C?

d) Apds quantos minutos os dois compostos terdo a mesma temperatura? E que tempera-
tura é essa?

CARITULO
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Frio nas alturas Atividade 13

.

Mesmo em pleno verao um aviao, precisa lidar com temperaturas muito baixas. Quando uma
aeronave opera em baixas temperaturas, com umidade presente, hd a possibilidade de forma-
cao de gelo que vira a se acumular na sua estrutura ou em seu grupo moto-propulsor. O gelo
se forma quando um avido voa através de uma nuvem ou de um ambiente contendo goticulas
de agua super-resfriadas. O principal problema causado pela formacao de gelo é a modifica-
cao do fluxo de ar sobre as superficies das asas, prejudicando assim o desempenho da nave
e acarretando, eventualmente, em mais gastos de combustivel. Para evitar problemas como
esses as aeronaves contam com um sistema anti-gelo que diminui a formacao de camadas de
gelo em sua fuselagem, produzindo os chamados “rastros de condensacao” como na imagem.

A temperatura na troposfera (primeira camada da atmosfera que tem aproximadamente
40.000 pés de altitude) diminui 2°C a cada aumento de 1.000 pés na altitude. Suponha que,
em um determinado dia, a temperatura em um aeroporto seja de 30°C, e que a dgua congela a
0°C.

a) Qual a taxa de variacao, em °C//pé, da temperatura da atmosfera, 7, em funcao da alti-
tude, h.

b) Afuncdo T'(h) é crescente ou decrescente? Como isso se reflete na taxa de variacdo?

c) Determine uma expressao para 7'(h) e represente seu grafico.

d) Qual a temperatura a 37.200 pés de altitude?

e) A partir de que altitude o piloto devera acionar o sistema anti-gelo da aeronave?

f) Em outro dia, a temperatura no mesmo aeroporto era de 25°C. Qual a altitude de aciona-
mento do sistema anti-gelo, nesse caso?

g) Estabeleca uma maneira de calcular a altitude de acionamento do sistema anti-gelo
quando a temperatura do aeroporto é igual a Tj,.




Seja f : R — R uma funcado afim, f(z) = az + b, cuja taxa de variacdo nao é nula (isto é, o
grafico de f ndo é uma reta horizontal).

Areta que é o grafico de f, certamente tera intersecdo com o eixo das abscissas. O valor
de x onde ocorre essa intersecao € o zero da funcao afim.

Seu valor pode ser calculado de duas formas:

B Diretamente pela expressao de f:
b
f)=0=ak+b=0<=ak=—-b<=k=——

a

B Pelo grafico, usando semelhanca de triangulos:

(k,0)

—(—21)
=)

Por exemplo, o zero da funcao f(xz) = 5x — 21 é o valor k =

Jéozerodafungéog(az)=7—§ék=:—I=14.
2
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Qual a frequéncia? Atividade 14

-

A Agéncia Nacional de TelecomunicacGes (ANATEL) determina que as emissoras de radio FM
utilizem as frequéncias de 87,9 a 107,9MHz, e que haja uma diferenca de 0,2MHz entre emis-
soras com frequéncias vizinhas.

a) Em uma determinada regido as frequéncias entre a 70 e 862 sdo reservadas radios co-
munitdrias. Determine a frequéncia minima e maxima para uma radio comunitaria.

b) Determine quantas emissoras FM podem funcionar em uma mesma regido.

c) Lembre-se da frequéncia da rédio que vocé costuma ouvir e determine a posicdo dela na
sequéncia das frequéncias do problema.
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Quadros na parede
e

Caso tenhadisponibilidade, sugerimos o uso da versao digital desta atividade disponivel neste
link

Vocé deseja pedurar trés quadros que tém as mesmas dimensdes na parede acima do seu
sofa. A linha tracejada da figura indica a altura que vocé deve pedurar os ganhchos. Sem
auxilio de instrumentos de medicao marque as posicoes aproximadas dos ganchos sobre a
linha tracejada de maneira que os quadros fiquem igualmente espacados entre si.

Figura 3.9: Fonte: Freepik

a) Marcar as posicdes "de olho"pode gerar imprecisdes. Para que fique perfeito é neces-
sario medir e distribuir uniformemente os ganchos. Com o auxilio de uma régua meca a
parece acima (lcm=1m) e marque as posicdes para os trés ganchos de pendurar quadros,
precisamente. Use uma caneta de outra cor para comparar com as posicdes anteriores.
Explique sua estratégia.

b) Agora, suponha que vocé tem uma outra parede representada abaixo em que deseja pen-
durar cinco quadros equidistantes. Onde vocé deve posicionar os ganchos? Use o dese-
nho abaixo para indicar e explique a sua estratégia.
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c) Atabela a seguir indica duas das distancias (até o lado esquerdo da parede) de ganchos
equidistantes em uma parede. Complete os espacos em branco e explique sua estraté-

gia.

Gancho Distancia (m)

.

1

Ul W N

23

d) Supona agora que vocé queira posicionar mais 15 quadros na parede do item anterior,
respeitando as distancias estabelecidas. Como saber a distancia, até o lado esquerdo da
parede, que se encontra o gancho de niimero 10? Descreva pelo menos duas estratégias
diferentes.

e) Para a parede do item anterior, escreva uma expressao que forneca a distancia d dos
ganchos até o lado esquerdo da parede em funcdo do nimero n do gancho.

f) Em uma outra parede a distancia dos ganchos em metros em funcéo da sua posicdo é
dada por d(n) = 3+ 2n. A que distancia estd o primeiro gancho? E o sexto gancho? O que
representa o nimero d(13)?

g) Julia e Camila usaram as seguintes expressées para representar a tabela a seguir:

Julia din) =7+ 3n
Camila d(n)=10+3(n—1)

Gancho Distancia (m)

1 10
13
16
19
22
25

oUW N

Quem das duas se expressou corretamente? Por qué? Como cada uma delas pode ter
pensado para chegar nas expressoes?
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Neste capitulo estamos trabalhando com funcées afins e, como vocé deve ter percebido, na
atividade anterior a relacao entre as variaveis disancia e posicdo do gancho na fila também
estavam relacionadas por uma funcao afim. O que queremos destacar nesta secao é uma outra
maneira de representar a funcao afim quando seu dominio € um conjunto discreto - em que é
possivel contar ou enumerar seus elementos, dizer quem é o primeiro, o segundo, o terceiro e
assim por diante. Em muitos casos e atividades anteriores, de fato, nos ativemos apenas a um
conjunto finito de elementos do dominio, e para esses casos é possivel traduzi-los para essa
nova notacao.

No caso de funcoes definidas em cojuntos discretos, é possivel adotar como dominio padrao o
conjunto (ou um subonjunto) dos nimeros naturais N = {1,2, 3,4, ...}. Dessa forma, podemos
apenas representar o conjunto imagem como uma sucessdo ou sequéncia de valores ordena-
dos:

(a1,a9,a3,ay,...)
em que, necessariamente, o termo de indice n esta na n-ésima posicao da lista.

Quando a funcao em questao é afim, chamamos a sequéncia de valores da imagem de progres-
sao aritmética ou simplesmente uma P.A.. Assim, em uma progressdo aritmética, o nimero
que estd na n-ésima posicao da lista pode ser expresso como uma funcao afim da variavel n.

a,=f(n)=a-n+p
em que « e (f representam nlimeros reais e a # 0

Na atividade anterior, conforme o nimero de quadros foi amentando, vimos que foi necessario
desenvolver uma estratégia para que eles pudessem ser distribuidos de modo que ficassem
igualmente espacados na parede. Se retornarmos ao item c) e escrevermos lado a lado os
valores presentes na segunda coluna da tabela obtemos a sequéncia (7,11,15,19,23).

Na sequéncia (7,11, 15,19, 23) percebemos que a expressao
a, =4n+ 3,

paran = 1,2,3,4,5 fornece cada um dos termos da sequéncia.

A exemplo que foi observado na atividade dos quadros, a diferenca entre dois termos con-
secutivos em uma progressao aritmética é sempre a mesma. Na sequéncia de vinte termos
(7,11,15, ...,83) a diferenca entre termos consecutivos é igual a 4. Dito de outra forma, cada
ndmero é obtido somando 4 ao anterior.

72 11 15 19 03 L g3

Esse valor constante que somamos para obter o proximo termo da progressao é chamado de
razao da P.A. e coincide com a taxa de variacao da funcao afim que a define.

app1 =ap =k +1)+ 8- (a+p) =«

aq ——>+a (05} ——>+a as ——>+a ay ——>+a
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ay =a1 + o
a3 =y + a = a; + 2«
a4 =03 + o = ay + 200 = a1 + 3«

a, =a, 1 +a=---=a;+(n— 1)«

Observe entao que, para determinar todos os termos de uma progressao aritmética, basta co-
nhecer

a) dois termos e suas posicoes, ou

b) um termo em posicdo e a razao.

Veja os exemplos:

D

Determinar os elementos de uma P.A. de 10 termos sabendo que ay = 0,9 e que a; = 1,9.

Solucdo: Neste caso, para ir do segundo para o sétimo termo, temos que somar 5 vezes a
razcao. Assim,
1,9=094+5a=a=0,2

A progressao é (0,7;0,9;1,1;1,3;1,5; 1,7, 1,9; 2,1; 2,3; 2,5)

D

. o ~ o . =T .
Qual é o trigésimo quarto termo de uma progressao aritmética de razao - e cujo termo

de posicao 12 éiguala 0?

Solucdo: Do a2 até 0 a4 somamos 22 vezes a razao. Logo,

gy = ay2 + 22 - (_7”) =0+22- (_7”) = —1ln.

De maneira analoga a funcao afim, se uma progressao aritmética tem razao positiva ela
sera crescente, e se a razdo for um nimero negativo, ela sera decrescente.
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Termo geral de uma P.A.
r

A funcdo afim que relaciona um termo genérico de uma progressao aritmética com o primeiro
termo e a razdo é comumente chamada de férmula do termo geral da progresséao. Ou seja,
para a P.A. (ay,as,as,...) derazdo r a férmula do termo geral é

a, =a; + (n—1)r

Complete a tabela abaixo com as progressodes ou as férmulas dos termos gerais.

Primeiro

P.A Razao Termo geral
termo

(a1, as,az) ap r a,=14+2(n—1)=2n-1
(1,3,5,7,9,...) 1 2 |a,=14+2nn—-1)=2n-1
(2,4,6,8,10,...)

3 -1

a, =10 — %
(=5 ) |
WEWE
4 a, =2+2n

Quantos miiltiplos? Atividade 1M
.

Os multiplos de um ndmero inteiro positivo m, quando representados na reta numérica ficam
igualmente espacados entre si.

a) Quantos miltiplos de 13 ha entre 100 e 200? Explique sua estratégia.

b) Quantos mdltiplos de 7 ha entre 1.000 e 2.000?

Plantas companheiras Atividade 18
r

No cultivo de produtos organicos, é comum o plantio de Plantas Companheiras. "Plantas Com-
panheiras sdo plantas pertencentes a espécies ou familias que se ajudam e complementam
mutuamente, ndo apenas na ocupacdo do espaco e utilizacdo de agua, luz e nutrientes, mas
também por meio de interacdes bioquimicas chamadas de Efeitos Alelopaticos. Estes podem
ser tanto de natureza estimuladora quanto inibidora, nao somente entre plantas, mas tam-
bém em relacao a insetos e outros animais."Disponivel neste link - Acesso em 25/11/2017.

Uma empresa especializada em consultoria e plantio de produtos organicos apresenta alguns
modelos de plantio de um determinado vegetal, representado na figura a seguir por (®) e sua
respectiva planta companheira (<>), cada modelo é adequado para o tamano do plantio e tem
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como objetivo criar uma barreira natural contra pragas, observe a figura a seguir que apre-
senta os modelos de plantio, identificados sequencialmente por Modelo 1, Modelo 2, Modelo

Qe e
< %

FUNCAO FIFIMJ CAPITULD

<>C<>O<>O<> e 6 06 O
<>C<>.<> <>. o .<> <>. o o 0<>

<>.<> <>. .<> <>. e,0 <>. ®,.0 .<>
OO OO0 OOOO OO0

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

>

a) Preencha o quadro a seguir, que nos informa a quantidade de cada tipo de planta em
cada um dos modelos.

Modelo 1
Modelo 2
Modelo 3
Modelo 4

b) Descreva textualmente qual a relacdo entre a quatidade de vegetais (®) e o nimero n
que identifica o modelo na sequéncia.

c) Descreva textualmente qual a relacdo entre a quantidade de plantas companheiras (<>)
e o nimero n que identifica o modelo na sequéncia.

d) Exiba uma expressao algébrica que relacione a quantidade V' de vegetais (®) em funcao
do ndmero n que identifica o n-ésimo modelo na sequéncia.

e) xiba uma expressao algébrica que relacione a quantidade V de vegetais (<>) em funcao
do nlimero n que identifica o n-ésimo modelo na sequéncia.

f) No plano cartesiano a seguir estao representados os pares ordenados (n, V' (n)) em que
n € 0 "ndmero" que representa o n-ésimo modelo e V(n) a quantidade V de vegetais (®).
Represente nele os pontos que correspondem aos pares ordenados (n, C(n0) em que
C(n) é a quantidade C de plantas companheiras (<>) em funcao de n.



 NW P~ uo g oo wo
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123456782910

o

g) Qual a quantidade C de plantas companheiras (<>) utilizadas no décimo modelo?

h) Qual o valor de n para um modelo que utilize 144 plantas companheiras (<>)?

Imagem da P.A.
r

Considere as funcdes afins f, g definidas por f(z) = 3z + 1 e g(z) = —5z + 2.

a) Complete a tabela abaixo com as imagens pedidas

x
f(=) |
g(z) |

b) Qual a razdo da P.A. da primeira linha da tabela?
c) Asimagens pela funcdo f formam tabém uma P.A.? Caso positivo, qual a razdo?
d) Easimagens pela funcao ¢g? Caso positivo, qual a razéo?

e) Faca uma conjectura sobre o que acontece com as imagens de uma P.A. por uma funcéo
afim.

FUNCRO F!FIM] CAPITULO
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Afim de um passeio
e

Vocé caminha por 12 minutos a uma taxa de 1 km por hora, ao encontrar um amigo permanece
parado conversando por 3 minutos, voltando logo em seguida a caminhar por mais 6 minutos
a uma taxa de 2 km por hora.

a) Como vocé representaria no plano cartesiano, o periodo em que vocé permaneceu pa-
rado conversando com seu amigo? Considere no eixo das abscissas o tempo em minutos
e no eixo das ordenadas a distancia percorrida em metros.

b) Represente no plano cartesiano um grafico que ilustra toda a situacao descrita.

c) Obtenha expressoes para as funcdes afins cujos graficos séo os segmentos de reta que
vocé representou no item anterior.

Comprando vinho
%

Em uma vinicola podemos comprar vinho por litro. Neste caso, o vinho é colocado em gar-
rafées com capacidade de 5 litros. O vinho é vendido a R$ 10,00 por litro e cada garrafao é
vendido a R$ 5,00.

a) Calcule o preco que um cliente devera pagar por 2 litros, por 5 litros e por 7 litros. Expli-
que seus calculos.

b) Determine uma expressao para o preco p (em reais) em funcdo do volume z (expresso
em litros) de vinho adquirido. Considere z compreendido entre 0 e 15.

c) Trace a curva que representa a funcdo p no plano cartesiano. Utilize a escala de 1 cm
para 1 litro no eixo das abscissas e 1cm para 10 reais nas ordenadas.




EXERCICIOS

(Uerj-1998) A promocao de uma mercadoria em um supermercado esta representada, no
grafico abaixo, por 6 pontos de uma mesma reta.

Valor da compra (R%)

A

150 |-~
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5 20 30 Quantidade
Quem comprar 20 unidades dessa mercadoria, na promocao, pagara por unidade, em re-
ais, qual valor?

De cada usudario de energia elétrica é cobrada uma taxa mensal de acordo com o seu con-
sumo no periodo, desde que esse consumo ultrapasse determinado nivel. Caso contrario,
o consumidor deve pagar uma taxa minima referente ao custo de manutencao. Em certo
més, o grafico consumo (em kWh) x preco em (R$) foi 0 apresentado abaixo:

R$

2250 f----m----mmemmem o oney

TS0 p---------<;

250

\

0 50 100 200  kWh

a) Determine entre que valores de consumo em k\Wh é cobrada taxa minima.
b) Determine o consumo correspondente a taxa de R$ 1.950,00.

(UFRJ-98-PNE) - O grafico a seguir descreve o crescimento populacional de certo vilarejo
desde 1910 até 1990. No eixo das ordenadas, a populacao é dada em milhares de habitan-
tes.
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A

populacao
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1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 ano’

a) Determine em que década a populacao atingiu a marca de 5.000 habitantes.

b) Observe que a partir de 1960 o crescimento da populacdo em cada década tem se
mantido constante. Suponha que esta taxa se mantenha inalterada no futuro. De-
termine em que década o vilarejo terd 20.000 habitantes.

Suponha que um determinado veiculo de transporte de passageiro tem seu valor comer-
cial depreciado linearmente, isto é, seu valor comercial sofre desvalorizacdo constante

por ano. Veja a figura seguinte.

Valor (R$)A

\

0 20 Tempé (anos)

Esse veiculo foi vendido pelo seu primeiro dono, apds 5 anos de uso, por R$ 24.000,00.
Sabendo-se que o valor comercial do veiculo atinge seu valor minimo apés 20 anos de
uso, e que esse valor minimo corresponde a 20% do valor que tinha quando era novo.
Responda:

a) Qual o valor de fabrica do veiculo (valor qguando era novo)?

b) Qual o funcdo f(x) = ax + b que esta definida no grafico acima no intervalo [0, 20] ?

¢) Qual o valor comercial do carro quando atinge 2 anos de uso?

(UERJ 2016) O resultado de um estudo para combater o desperdicio de agua, em certo
municipio, propds que as companhias de abastecimento pagassem uma taxa a agéncia



reguladora sobre as perdas por vazamento nos seus sistemas de distribuicdo. No gra- g
fico, mostra-se o valor a ser pago por uma companhia em funcao da perda por habitante. £
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Calcule o valor V, em reais, representado no grafico, quando a perda for igual a 500 litros
por habitante.

n (ENEM-2012) Certo vendedor tem seu saldrio mensal calculado da seguinte maneira: ele
ganha um valor fixo de R$ 750, 00, mais uma comissé&o de R$ 3,00 para cada produto ven-
dido. Caso ele venda mais de 100 produtos, sua comissdo passa a ser de R$ 9,00 para
cada produto vendido, a partir do 101 produto vendido. Com essas informacoes, o grafico
que melhor representa a relacao entre salario e o nimero de produtos vendidos é:

a € o ¢
€ €
£2500 £2500
02250 ©2250
52000 52000
T 1750 T 1750
Y 1500 Y 1500
1.250 1.250
1.000 1.000
750 750
500 500
250 250
%0 25 S0 75 100 125 150 175 200 225 250 % 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Produtos vendidos Produtos vendidos
3 3
b) d) z
€ €
£2500 £2.500
©2250 02250
52000 52000
o 1750 ™ 1750
Y 1500 Y 1500
1.250 1.250
1.000 1.000
750 750
500 500
250 250
%0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 %0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Produtos vendidos Produtos vendidos
e) £
£2500
02250
52000
T 1750
Y 1500

1.250
1.000
750
500
250
0

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
Produtos vendidos

(UERJ-2014 - 22 F) O reservatério A perde dgua a uma taxa constante de 10 litros por hora,
enquanto o reservatoério B ganha dgua a uma taxa constante de 12 litros por hora. No
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grafico, estdo representados, no eixo vy, os volumes, em litros, da 4gua contida em cada
um dos reservatorios, em funcao do tempo, em horas, representado no eixo x.

AN

~

Determine o tempo x4, em horas, indicado no grafico.

B Numa estrada existem dois telefones instalados no acostamento: um no quilometro 3 e

outro no quilometro 88. Entre eles serdo colocados mais 16 telefones, mantendo-se en-
tre dois telefones consecutivos sempre a mesma distancia. Determine em quais marcos
quilométricos deverdo ficar esses novos telefones.

(UNIRIO) O fichério da clinica médica de um hospital possui 10.000 clientes cadastrados,
em fichas numeradas de 1a10.000. Um médico pesquisador, desejoso de saber a incidén-
cia de hipertensao arterial entre pessoas que procuravam o setor, fez um levantamento,
analisando as fichas que tinham ndmeros mdltiplos de 15. Quantas fichas NAO foram
analisadas ?

a) 666

b) 1500

c) 1666

d) 8334

e) 9334

(UERJ-2003-12 fase) Uma sequiéncia de cinco atomos esté organizada por ordem cres-

cente de seus nimeros atdémicos, cujos valores sao regidos por uma progressao aritmé-
tica de razao 4. Ja o nimero de néutrons desses mesmos atomos é regido por uma pro-
gressao aritmética de razao 5. Se o 4tomo mais pesado pertence ao elemento ferro e o
mais leve possui o nimero de prétons igual ao nimero de néutrons, o nimero de massa
do terceiro atomo da série é:



a) 18
b) 20
c) 26
d) 38

(UERJ 2015-1° ex qualif)

“Ao dirigir da Y

cidade A para a cidade
D, vocé paeea primairo
pela cidade B e depoic

“Ha 10 duilomefroe a maie de A até B do
que de B até €, e 10 quilémetroe a maie
de B até € do que de € até D. Se A fica a
290 quildmefroe de dictincia de D, dual
& a dictdncia enfre a cidade A e 2 cidsdggﬂ

7

acontecer maie

Na situacao apresentada nos quadrinhos, as distancias, em quilémetros, d(A, B), d(B, C)
e d(C, D) formam, nesta ordem, uma progressao aritmética. O vigésimo termo dessa pro-

gressao corresponde a:

a) -50
b) -40
c) -30
d) -20

(ENEM-2011) O niimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea au-
mentou no ano passado nas seguintes condicdes: em janeiro foram vendidas 33.000 pas-
sagens; em fevereiro, 34.500; em marco, 36.000. Esse padrao de crescimento se mantém
para os meses subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por essa empresa em

julho do ano passado?

a) 38.000
b) 40.500
c) 41.000
d) 42.000
e) 48.000

Qabia que iseo iria

cedo ou maie tarde.

Minhg educacio
encglhou!
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(UNICAMP) A ANATEL determina que as emissoras de radio FM utilizem as frequéncias de
87,9 a 107,9 MHz, e que haja uma diferenca de 0,2 MHz entre emissoras com frequéncias
vizinhas. A cada emissora, identificada por sua freqliéncia, é associado um canal, que é
um numero natural que comeca em 200. Desta forma, a emissora cuja frequéncia é de
87,9 MHz corresponde o canal 200; a seguinte, cuja frequéncia é de 88,1 MHz, corresponde
o canal 201, e assim por diante. Pergunta-se:

a) Quantas emissoras FM podem funcionar [na mesma regido], respeitando-se o in-
tervalo de frequéncias permitido pela ANATEL? Qual o nimero do canal com maior
frequéncia?

b) Os canais 200 e 285 sdo reservados para uso exclusivo das radios comunitarias. Qual
a frequéncia do canal 285, supondo que todas as frequéncias possiveis sao utiliza-
das?

(UFRJ-2000) Mister MM, o Magico da Matematica, apresentou-se diante de uma platéia
com 50 fichas, cada uma contendo um ndmero. Ele pediu a uma espectadora que orde-
nasse as fichas de forma que o niimero de cada uma, excetuando-se a primeira e a tltima,
fosse a média aritmética do nimero da anterior com o da posterior. Mister MM solicitou a
seguir a espectadora que lhe informasse o valor da décima sexta e da trigésima primeira
ficha, obtendo como resposta 103 e 58 respectivamente. Para delirio da platéia, Mister
MM adivinhou entado o valor da ultima ficha.

Determine vocé também este valor.
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Funcao Quadratica

Funcao quadratica com enfoque na represen-
tacdo algébrica ou grafica, entendendo suas
aplicacGes tanto em problemas de otimiza-
c3o quanto na utilizac3o das propriedades da
curva (parabola) nas diversas areas do conhe-
cimento.

As funcGes quadraticas apresentam-se espe-
cialmente em problemas que chamamos de
otimizacao, onde o objetivo é determinar em
que condicdes uma grandeza assume valores
maximo ou minimo, como por exemplo, o lu-
cro maximo de uma empresa, area maxima
de uma regido plana, o preco minimo de um
determinado produto sujeito a condicoes es-
pecificas e assim por diante. Além disso, ser-
vem de modelo para os estudos fisicos do mo-
vimento onde ha aceleracdo constante, e pos-
sui aplicacdo em diversas areas como: enge-
nharia, economia, administracdo, ciéncia da
computacao etc.
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VVamos agora conhecer um novo tipo de funcao real: as funcées quadraticas. Também conhe-
cidas como funcdes polinomiais do segundo grau, ela aparece em diversas situacées do cotidi-
ano, especialmente em problemas que chamamos de otimizacdo, onde o objetivo é determinar
em que condicdes uma grandeza assume valores maximos ou minimos, como por exemplo, o
lucro maximo de uma empresa, area maxima de uma regido plana, o preco minimo de um deter-
minado produto e assim por diante. Assim como nos outros capitulos do Livro Aberto, vamos
apresentar conceitos, definicoes e propriedades por meio de atividades e aprofundar esses co-
nhecimentos na secado “Organizando Ideias". Esperamos que vocé desfrute, se aproprie e apli-
que esses conceitos que serao Uteis em diversas dreas do conhecimento, ndo sé nos estudos
fisicos do movimento, mas em areas como da engenharia, economia, administracao, ciéncia da
computacdo etc.

Lancando objetos das nuvens em Dubai
e

No topo do hotel Burj Al Arab, em Dubai, encontra-se a quadra de ténis mais alta do mundo,
com aproximadamente 200 metros de altura. Em 2005, os campedes Roger Federer e Andre
Agassidisputaram uma partida de exibicéo. Considere que por um descuido, uma das bolinhas
usadas nesse jogo caiu 200m, verticalmente e em queda livre. Vamos aproveitar essa situacao
para investigar a matematica por tras desse fendmeno fisico. A imagem a seguir traduz a
situacao no inicio da queda da bola.

Figura 4.1: Hotel e a bolinha de ténis (credito da imagem aqui).

Um observador registra com seu equipamento fotografico a queda da bolinha, disparando
fotos a cada intervalo de 1 segundo, até a mesma atingir o solo. Os registros fotograficos
encontram-se agrupados e animados na simulacao da queda, que pode ser visualizada no
Geogebra: Bola de Tenis (https://ggbm.at/hvnNHMY?2)
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A tabela a seguir descreve a altura da bolinha ao longo do tempo.

t Tempo(s)

to 0 200
t 1 195
t 2 180
t 3 155
t) 1 120
ts 5 75
te 6 20

a) Numa folha de papel ou similar, reproduza a tabela a seguir e preencha o que falta, in-
formando a disténcia total percorrida pela bolinha na queda, a partir de ¢,

\ Tempo de Queda Disténcia percorrida pela bolinha

Detyaty=0s | dy=200—200=0m
Detyat; =1s | d; =200 —195=5m
Detyaty =25 | dy=
Detyats =3s | d3=
Detyaty=4s | d4=
Detyats =55 | ds=
Detyatg =65 | dg=

b) As distancias percorridas pela bolinha ao longo do tempo de queda aumentam com a
mesma taxa de variacao?

) E possivel obter uma funcao afim que relaciona a distancia percorrida d,, (em metros)
com o tempo de queda ¢ (em segundos)? Justifique.

d) Em uma folha de papel ou similar, copie o plano cartesiano abaixo e, em seguida, repre-
sente os pares ordenados (t;d,,) em que t representa o tempo de queda em segundos e
d,, a distancia, em metros, percorrida pela bolinha na queda:



Distancia (m)
200

180
160
140
120
100
80
60
40
20

\
0 1 2 3 4 5 6 !
Tempo (s)

e) 0 dominio da funcdo que descreve a queda da bolinha ao longo do tempo é D =
{0;1;2;3;4;5;6}. Amesma situacao poderia ser descrita por uma funcao de dominio con-
tinuo?

f) Neste caso, ao ligarmos todos os pontos do grafico do item d teriamos um segmento de
reta ou uma curva?

g) Dentre as alternativas a seguir, qual relacdo atende aos valores descritos no grafico
sendo d(t) a distancia percorrida pela bolinha na queda (em metros) com o tempo de
queda t (em segundos).

Od(t) = —t?
t) = 10t + 10
t

t

d(t) =
d(t) = 20t
d(t) = 5t°
d(t) = 10t
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Distancia segura entre os carros Atividade 2
e

Uma nocao importante sobre a direcao defensiva trata do fato de que “Ao pisar no freio do
veiculo, ele ndio para instantaneamente. Entre o momento que o motorista observa um obs-
tdaculo a sua frente e decide acionar os freios até o instante que o carro realmente para, ele se
desloca varios metros” [JCNET-2013]. Esse fato gera a chamada distancia de frenagem, que
precisa ser conhecida, para a seguranca de todo motorista.

Como essa distancia depende de muitos fatores, logo que um veiculo é lancado, revistas es-
pecializadas tratam de divulgar tabelas com as relacdes entre as velocidades e as distancias
de frenagem para estes veiculos. A andlise experimental e cuidadosa de qualquer uma des-
sas tabelas revela que a distancia percorrida por um veiculo apds o acionamento dos freios é
proporcional ao quadrado da sua velocidade [Avila].

No artigo [JCNET-2013] encontramos que um veiculo a 80 Km/h, ao considerarmos os tempos
de percepcao, dereacao e de parada, vai percorrer em média 57 metros em pista seca até parar
totalmente, assim que o motorista observar o obstaculo e decidir frear.

a) Considere que o tempo de reacdo entre a percepcao do obstaculo e a pisada no freio para
um motorista seja de um segundo. Nesse tempo, quantos metros o seu carro se desloca,
se inicialmente estd a 80Km/h? [Se necessario, utilize que vKm/h = (v + 3,6)m/s].

b) A distéancia de 57m descrita no texto considera duas distancia juntas: a que o mdvel per-
corre no segundo anterior ao acionamento do freio, e a distancia de frenagem. Sendo
assim, quanto é somente a distancia de frenagem desse mével a 80Km/h e que percor-
reu um total de 57m antes de parar?

c) Sendo k£ uma constante de proporcionalidade, exiba uma relacdo algébrica entre a dis-
tancia de frenagem e a velocidade do mével antes do acionamento do freio, descrita no
segundo paragrafo do texto.

d) Paraosvalores considerados no item b), qual o valor da constante de proporcionalidade
k?

e) Arelacdo algébrica obtida no item c) é uma funcdo afim?

Observe a figura a seguir. Ela exibe, na placa o nimero 80, referente a velocidade do
carro antes de perceber o obstaculo e decidir freiar. Logo abaixo da placa ha um Sol e
uma nuvem de chuva. Isso é para indicar que a faixa vermelha revere-se a situacao de
frenagem com a pista seca, e a faixa azul a frenagem com pista molhada.


https://www.jcnet.com.br/noticias/geral/2013/02/367699-direcao-defensiva--saiba-como-a-velocidade-influi-na-frenagem-do-veiculo.html
http://rpm.org.br/cdrpm/12/5.htm
https://www.jcnet.com.br/noticias/geral/2013/02/367699-direcao-defensiva--saiba-como-a-velocidade-influi-na-frenagem-do-veiculo.html

PLT R Percorridos: 35m TOTAL: 57 M —g

Percorridos:22m Percorridos: 71m TOTAL: 93M

Figura 4.2: Exemplo preenchido

r Condutor avista
um obstdculo
Condutor comeca
a frear
F Veiculo totalmente
parado

Figura 4.3: Significado das bandeiras nas figuras

f) Conforme o exemplo acima, determine todos os valores que estdo faltando e que estao
representados pelas letras de ‘a’ até 'j’, observando a mudanca nas placas de velocidade
do carro antes de perceber o obstaculo e decidir freiar.

<. | Reagdo:ls QA o: B O

< porcorrido: A Percorrido 0

Reagdo:1s [Egeelgallels O

Percorrido: F e 0 co O

Fl] CAPITULD

FUNCAD QURDORATIC



HJ CAPITULD

FUNCAD QUADRATIC

Na pratica, para manter uma disténcia segura entre os carros e evitar o “engavetamento’,
aconselha-se seguir a regra dos dois segundos:

B Observe a estrada @ sua frente e escolha um ponto fixo de referéncia (& margem) como
uma drvore, placa, poste, casa, etc.

B Quando o veiculo que estd a sua frente passar por este ponto, comece a contar pausada-
mente: cinqlienta e um, cinqtienta e dois. (mais ou menos dois segundos).

B Se o seu veiculo passar pelo ponto de referéncia antes de contar (cingiienta e um e
cinguienta e dois), deve aumentar a disténcia, diminuindo a velocidade, para ficar em se-
guranca.

I ESINp4s\nnl QUEDA VERTICAL

Aristételes (x Estagira, 384 a.C. — 1 Atenas, 322 a.C.) e Galileu Galilei (x1564, 11642) no estudo
da Queda Livre

Aristoteles, discipulo de Platao e professor de Alexandre o Grande, foi um grande filésofo grego
e seus estudos, nas mais diversas areas, impactaram significativamente a histéria da humani-
dade.

Em sua época, a escola Platdnica dominava a producao cientifica ocidental, e boa parte dela
era influenciada pelo conceito de “natureza" de um objeto, onde se afirmava que todo objeto
era composto da combinacao dos quatro elementos: “terra, ar, agua e fogo" 0O estudo dos
Movimentos de Aristételes apresenta alguns equivocos que perpassaram por alguns séculos,
devido a essas definicdes.

Aristételes afirmava que havia dois tipos de movimentos: os naturais e os violentos. Os na-
turais, para ele, decorre diretamente da natureza do objeto e os violentos decorrem de forcas
aplicadas a esses objetos, ou seja um movimento imposto.

No caso dos movimentos naturais, Aristételes afirmava que cada objeto tem um lugar préprio
na natureza e que esses se “esforcam” para retornar ao seu lugar de origem. Por exemplo um
vaso de ceramica, ao ser abandonado cai procurando seu lugar ao solo, j&a que em sua compo-
sicdo o elemento terra é o mais presente, e pelo mesmo motivo um sopro, ou “baforada” acaba
se misturando com o ar.

Além disso, Aristételes, afirmava que um objeto mais pesado (com maior massa) cai em dire-
cao ao solo, mais rapidamente que um objeto mais leve, ou seja, para ele, objetos ao serem
lancados, caiam com rapidez proporcional ao seu peso. Suas afirmacdes sobre o movimento,
pautaram o pensamento cientifico por mais de dois mil anos, sendo a base da ciéncia na era
Medieval e Renascentista. Sendo corrigidas por seus sucessores, como Galileu Galilei.

Galileu Galilei fildsofoitaliano e também considerado fisico, matematico e astrénomo, teve tam-
bém um papel importante na revolucao cientifica, e no contexto histérico mundial, sendo con-
siderado um dos maiores cientistas de sua época.

Galileu abandonou a faculdade de Medicina dedicando-se aos estudos de fisica e matematica
na Universidade de Pisa, uma das mais conceituadas da época. Foi na Universidade de Pisa, ja
como professor de matematica que Galileu, realizou experiéncias publicas sobre a queda dos
Corpos.



Certos historiadores, relatam que perante uma multidao de professores, estudantes e religio-
sos, Galileu, ao alto da torre de Pisa deixou cair dois pedacos de metal, um deles com o peso dez
vezes maior que o outro e os dois chegaram ao solo praticamente no mesmo instante, contrari-
ando assim Aristételes. Ele prosseguiu realizado outras experiéncias laboratoriais que acaba-
ram criando o conceito de resisténcia do ar, o que explicaria por que uma pena e uma bola de
metal abandonadas de uma mesma altura, nao chegam ao chao ao mesmo tempo. Mesmo as-
sim Galileu ndo conseguiu convencer as autoridades universitarias de Pisa, que o acusaram de
sacrilégio e acabaram tornando sua continuidade em Pisa um tanto desagradavel. Por isso, no
ano seguinte Galileu aceita uma cadeira na Universidade de Padua, onde foi muito bem recebido
e, por quase dezoito anos continuou realizando diversas experiéncias e ganhando prestigio com
suas publicacdes e suas famosas aulas magnas.

Em 2014, a BBC publicou na internet a experiéncia da bola e da pena feita no vacuo: Human
Universe: Episode 4 Preview - BBC Two, verificando na pratica a veracidade das conclusdes de
Galileu.

Uma das conclusdes mais importantes de Galileu, foram com bases em experiéncias laborato-
riais com planos inclinados. Como retratam as figuras a seguir:

1a 2p t
4 2

2a Ap t
2 V2

3a Ap t

Galileu notou gque:

2 Ap 4 A
Na primeira medicao obtemos a razéo:% e A

Na segunda medicdo obtemos arazao:—~5 = —.5 = —-
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Na terceira medicéo obtemos a razao: tTp

Apos obter esses dados ele concluiu que se dividirmos, em cada caso, o espaco percorrido pelo

guadrado do tempo gasto, obteremos uma razao constante. Em outras palavras, Galileu cons-

tatou que a distancia percorrida é proporcional ao quadrado do tempo gasto nesse percurso.
. ~ 2’ 2 2’

A partir dessas conclusdes chegamos as formulas: t% = ¢ eportantod(t) = %, onde g é a ace-

leracao da gravidade; d(t) é a distancia percorrida pelo objeto durante as t unidades de tempo.

O movimento uniformemente variado

Nos casos em que a velocidade de um mével varia de modo constante por todo o intervalo de
tempo deste movimento, o movimento é chamado de uniformemente variado e temos que a
funcao que da a velocidade em cada instante de tempo do movimento é uma funcdo afim, logo

v(t) =vg+a-t,

onde vg é a velocidade no inicio da observacao do movimento e a é o fator que vai alterando a
velocidade, chamado de aceleracao.

Sao as leis de Newton (x1643, 11727) que estabelecem como a aceleracdo se relaciona com os
objetos de um modo geral, permitindo o uso das relactes obtidas por Galileu para situacdes
além da queda livre dos corpos, que vao desde jogadas feitas por atletas com bolas, discos,
flechas ou dardos, passando pela aceleracao e frenagem de automoveis, e chegando até ao
lancamento de foguetes e satélites.

Nas palavras de Pietrocola et al (2016), “Para um corpo permanecer em movimento uniforme-
mente variado (MUV) - com aceleracéo constante -, é preciso que uma forca atue nele. No caso
dos corpos em queda, a forca gravitacional Terra-corpo se encarrega dessa tarefa. Para o lan-
camento vertical, é necessdria a acdo de uma forca gravitacional. Ja no caso do movimento
variado no plano horizontal, uma forca deve ser constantemente aplicada no corpo”.

Essas constatacdes conduzem ao fato de que a relacao existente entre a posicdo de um corpo

em cada instante de tempo, no caso de um MUV, conforme j& constatamos, nao é uma funcao

afim. Prova-se que as grandezas posicao e tempo podem ser descrita por uma equacao do tipo
o 2. 2 .~ P2 .~ ] ~

p(t) = po + vy -t + § -t onde p(t) é a posicao no tempo ¢, py € a posicao inicial em relacao ao

referencial estabelecido na analise, v, é a velocidade no inicio da observacao e a € a aceleracao.



=¢=Nu/==Nsull A FUNGCAO REAL f DEFINIDA POR f(x) = z?
Em busca de padrdes em f(x) = z?
.

No capitulo anterior foi estudado o modelo matematico para funcées afins. L&, constatou-se
que as funcdes afins sao do tipo f(z) = ax + b. Contudo, no Explorando: movimentos com ve-
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locidade varidvel aparece o termoa - 2%, coma € Re o # 0. Isso revela uma situacao nova em
relacao a funcao afim. A atividade que segue tem a finalidade de destacar algumas das carac-
teristicas de funcdes como estas que apareceram na secao anterior. Para isso, passaremos a

investigar a funcdo real definida por f(z) = 2%

FUNCAD QURDORATIC

Dada a funcdo f : R — R definida por f(z) = 22, faca o que se pede:

a) Complete a tabela a seguir com os valores que faltam.

r IR -1 1]2]3 3 | V123
f(z) | 4 0 25

b) Em uma folha de papel ou similar, faca a figura do plano cartesiano conforme a indicada
a seguir.

e NN T

Figura 4.4: Gréafico 1

Represente os pontos da tabela do item ‘a’ nesse plano cartesiano, desprezando as co-
ordenadas cujo valor de x ndao aparece destacado no que vocé fez no papel.

c) Destaque os pares de pontos que estdo a mesma disténcia do eixo y.
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d) Caso seja possivel, forneca o ponto da funcdo f que estd a mesma distancia do eixo y
que cada um dos pontos de f ja listados a seguir. [Mesma distancia = equidistante]

(z,y) € f

Ponto equidistante
doeixoy

e) De todos os pontos que podemos obter com a funcao f, existe um que ndo tem corres-
pondente equidistante do eixo y. Que ponto é esse? Tente descrever as caracteristicas
que esse ponto tem em relacao aos outros da funcao f ou em relacao aos eixos coorde-
nados.

f) Existe algum ponto da imagem de f que seja menor do que zero?

g) Considerando os pontos do dominio de f entre —4 e 0, a melhor classificacdo para esta
funcao é crescente ou decrescente? E entre 0 e 47

h) Considerando os elementos {0; 1;2; 3;4; 5} do dominio de f, pode-se afirmar que a razdo
em que as imagens variam é a mesma para cada unidade de variacao do dominio?

i) Agoraserdo apresentados alguns graficos e, para cada um deles, vocé deve afirmar com
alguma justificativa, se é ou ndo o grafico de f. Para isso, use o que vocé experimentou
nos itens da atividade até aqui.
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j) No mesmo papel em que vocé marcou alguns dos pontos da funcdo f, l& no item b), cons-
trua o grafico que vocé acha que representa a funcao f e compare com o de seus colegas.
Se houver discondancias, tentem argumentar e aprimorar os graficos uns dos outros
com base nas argumentacdes.
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m[={e{=\\[V4=Nuls} CARACTERISTICAS DA FUNGCAO REAL f(z) = 22

Na atividade isolamos o termo 2% que apareceu no inicio deste capitulo e motivamos algumas
experimentacdes que devem ter provocado algumas conjecturas e também conduziu a algu-
mas certezas. Sera que sua atencao recaiu nesses fatos que listamos a seguir?

Simetria axial de f

Os itens de b) a d esclarecem que, na funcao f, valores simétricos do dominio geram imagens
iguais, ou seja, f(—x) = f(x), para qualquer z € R. Basta perceber que f(—z) = (—z)? =
(—x)(—x) = 22 = f(x). Isso faz com que o eixo y seja mediatriz do segmento que une esses
pares de pontos do tipo (z, 2?) e (—z, 2%) que destacamos, ou para qualquer outro elemento do
dominio de f. A Unica excecao é x = 0 pois 0 é simétrico de si mesmo. Assim, podemos afirmar
que, para o grafico da funcao f, o eixo y é eixo de simetria.
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Figura 4.13: Eixo de simetria do grafico de f

Teorema 1 A funcdo real f definida por f(x) = 22 é simétrica em relacdo ao eixo y.



A imagem de f

0 item 'e' nos leva a refletir sobre um fato muito importante no estudo que estamos desenvol-
vendo aqui. Naoimporta qual o valor real do dominio que seja utilizado, a menor imagem é zero,
pois sendo x um nimero real, sd existem trés possibilidades para x:

r<0=z-z=2>>0= f(z)>0;
r=0=2-2=0-0=0= f(z) =0;
t>0=>z-z=2>>0= f(z)>0.

Teorema 2 Afuncdo real f definida por f(x) = 22 é tal que para qualquer z € R, f(z) = 22 > 0,
ou seja, o menor valor de f é zeroe Im(f) = [0, +o0].

ffffffffffffffffffffffffffffffffff f@) =)
fffffffffffffffffffffffffffffffffff f@) = ()
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, f(z)=(1)
ffffffffffffffffffffffffffffffffff f(@) = (0)
valor minimo

Figura 4.14: A nao proporcionalidade no crescimento de f

Como o gréafico da funcdo f é simétrico em relacao ao eixo y, a analise grafica que se faz em
uma das metades da figura fica espelhada para compor a outra metade. Assim, vamos analisar
0 que ocorre na parte crescente de f quando aumentamos em uma unidade um elemento x do
seu dominio: Se x €]0, +oo, temos que f(x) = z?e f(z + 1) = (v + 1)? = 22 + 2z + 1. Assim,
f(x 4+ 1) — f(x) = 2z + 1, ou seja, as variacdes das imagens dependem do z escolhido. Mais
especificamente, neste caso elas formam uma progressao aritmética de razao 2 e, com isso, as
variacOes analisadas sao crescentes. Graficamente,

A funcéo real f definida por f(z) = 22 ndo é funcao afim.
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f e as progressoes aritméticas

Muito provavelmente, as caracteristicas anteriores de f, ou mesmo os itens da atividade, te-
nham transmitido alguma ideia da existéncia de uma progressao aritmética nessa funcao real.
A tabela a seguir exibe elementos do dominio em progressdo aritmética, suas imagens e as
diferencas consecutivas dessas imagens:

ref f(x) flz+1)—f(x)
0

16 25-16=9
25 36 -25=11

0 1-0=1
1 1 4—-1=3
2 4 9—-4=5
3 9 16-9=7
4

5

Escolhendo x do dominio de f e um r € R constante, podemos analisar a situacao da tabela
acima de uma forma mais geral:

—z*=2zr+1-r

r+7)? =2+ 221 +1° ( )2 — (z+7)? = 22r + 3r? = (2zr +1?) + 2r?

=2+ dar+ 4% [(x+3r)? = (2 +2r)? =22r + 5% = 2zr +72) +2- 207
( )2 —(z+3r)? =2zr + 7r? = (22r +1r2) + 3 - 272
( V2 —(z+4r)? =2zr + 92 = (22r +12) +4 - 2r?

z+r |(
x+2r|( )
x+3r|(z+3r)? =22 + 6xr + 92
( )
( )

T + 4r 2 — 22 4+ 8xr + 1612

T+ 5r 2 = 22 4+ 10zr + 2512

E esse padrao continua, nos permitindo perceber que

Na funcéo real f definida por f(z) = =2 as diferencas entre imagens consecutivas, ge-
radas por uma parte do dominio cujos elementos estejam em progressao aritmética, for-
mam também uma progressdo aritmética com primeiro termo igual a 2zr + 72 e razéo
22,
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Perimetro fixo Atividade 4 p—
( i
Imagine que vocé tenha um pedaco de barbante de 12 cm de comprimento e queira moldar um i
14
retangulo com ele e calcular sua area. A figura abaixo ajuda a ilustrar a situacao. 0
d
0
I
U
Z
! iy E

a) A situacao em questédo envolve quatro grandezas, aponte quais sao.
b) Quais grandezas descritas acima variam e quais ndo variam?

c) Numa folha de papel ou similar, copie a tabela a seguir e complete-a.

0

2
4
6

d) O que ocorreu com a area para os valores da base iguais a 0 e 67 Esses valores devem
ser considerados em nossa analise da situacao?

e) Quais as medidas da base do retangulo que apresentaram drea maxima no quadro
acima?

f) Assumindo a base do retangulo como z, e sua altura como h(x), exiba uma expressdo al-
gébrica que representa a medida da altura desse retangulo em funcao de x. A expressao
h(x), encontrada pode ser considerada uma funcéo afim? Com que dominios e imagens?

g) Assumindo a base do retangulo como z, a altura i(x) encontrada no item anterior e sua
area como A(z), exiba uma expressao que apresente a area deste retangulo em funcédo
de x.

h) Verifique se a relacdo encontrada pode ser dada por A(z) = —(2? — 6x), caso contrario
refaca os itens anteriores.
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i) Aexpressdo A(z), encontrada pode ser considerada uma funcao afim? Por qué?

j) Observe que a relacdo apresentada no item h), possui dentro do parénteses um binémio
que pode ser parte de um trinbmio quadrado perfeito, qual seria o terceiro termo que
faria o binbmio se transformar num trinémio quadrado perfeito?

k) Agora repita arelacdo: A(x) = —(2* — 62 + 0 — 0) acrescentando e retirando o niimero
encontrado no item anterior.

L) Ao fatorar a relacdo do item anterior podemos recair na forma: A(z) = a(x — p)? + g,
quais os valores de a, p e g, que foram encontrados neste processo de fatoracao?

m) Levando em consideracao a forma apresentada no item anterior, e ao analisarmos ape-
nas o termo (z — p)?, Existe algum valor de = que torne a expressdo negativa? e qual
valor de x torna a expressao nula?

n) Ao analisarmos A(z) = —(x — 3)% + 9, existe algum valor de = que faca A(z) ser maior
que 9?7 Por qué?

0) Qual a drea maxima do Retangulo?

p) Qual o valor de z, que gera a drea maxima?

m[={e{=|NV4=IN\[a[s} MAXIMOS OU MINIMOS

Na atividade Perimetro fixo vocé foi auxiliado na transformacao da lei de formacao da funcao
Adescrita por A(z) = 6z —zs para A(z) = —(x — 3)s+9. Qual o objetivo dessa transformacdo?
Que vantagem hd nisso?

Sabe-se que uma funcéo real do tipo f(z) = z? tem a propriedade f(x) > 0, para todo z € R.
Ou seja, qualquer variavel real que esteja elevada ao quadrado tem resultado minimo igual a
zero e pode crescer tanto quanto se queira. Imagine agora que esse quadrado seja multiplicada
por um numero negativo, os resultados que podiam crescer o quanto se quisesse, agora ficam
negativos e, na verdade, passam a diminuir tanto quanto se queira e 0 zero passa a ser o0 seu
maior valor. As tabelas abaixo evidenciam isso:

0 0 0 -0
+3 3 +3 -3
LB 16 B 169

3 9 3 9
+8 64 +8 —64
+10 100 +10 —100
+100 10000 +100 —10000
+1000 1000000 +1000 | —1000000




A andlise feita gera a regra que segue.

Para f(x) = az? temos:
a > 0, f tem resultado minimo em 22 = 0;
a =0, f é constante e nula, ou seja f(x) = 0;

a < 0, f tem resultado maximo em z2 = 0.

A forma A(z) = 6zz? tem duas variacdes simultaneas: 6z e —z2, o que torna mais dificil a
determinacdo de um possivel resultado méaximo de A. Ja a forma A(z) = —(z — 3)? + 9 s6 tem
uma variacao: —(x — 3)2, que pela regra descrita acima tem um resultado maximo que ocorre
em (z — 3)? = 0, logo o resultado méaximo de A é 0 + 9 = 9. Destacamos com isso o quanto fica
simples a determinacao de um resultado maximo ou minimo em situac6es em que podemos
reduzir as variac6es a um Unico termo ao quadrado.

Diante do que conhecemos até aqui, podemos finalmente estabelecer que toda funcao real f
do tipo f(z) = ax? + bz + ¢, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0, pode ser transformada em
sua forma equivalente f(z) = a(x — p)? + ¢. Em ambos os formatos, chamaremos f de funcéo
quadratica. Denominando f(x) = ax? + bx + ¢ de forma polinomial e f(z) = a(x — p)? + g de
forma candnica da funcdo quadratica.

A forma f(z) = a(z — p)? + ¢ permite identificar rapidamente qual é o resultado maximo ou
minimo da funcao conforme a seja positivo ou negativo. Considere, como exemplo do que foi
concluido, que o tamanho do barbante seja de 14 cm. Sua area A(x) em funcdo da base x sera
A(x) = Tx — 2% Fatorando A(z), teremos:

A(z) = Tz — 2
7
Alz) = -2 +2- 2%
7 49 49
Alz) = -2+ 9. —p— 2 1 =2
(x) x°+ 5 1 1
7 49 49
Alx)=—(22-2. = ik =
(x) <x 2:U+ 1 ) + 1
7\? 49
Alx) ==z — = —
(x) (:U 2) + 1
7 2
Afuncao tem um resultado maximo, poisa = —1 < 0 e este valor aparece quando (ac — 2) =0,
L ~ 49 49
ou seja, z = 1. Assim, o valor maximo da funcéo é A(z) = 0+ T

De modo geral, f(z) = az? + bx + cequivale a f(x) = a(z — p)? + q e, avaliado se existe o resul-
tado maximo ou o minimo para a funcao real, esse resultado é o ponto (p, ¢) que passaremos
a chamar de ponto de maximo ou ponto de minimo, dependendo do valor a.

Fl] CAPITULD
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Obtendo o ponto de maximo ou de minimo através da forma geral

Vocé j& deve ter percebido que a forma geral modificada para a forma candnica, exibe imedia-
tamente o ponto (p, ¢). No entanto, podemos usar essa técnica no sentido inverso para que a
mudanca para a forma candnica nao seja o Unico modo de obter (p, ¢). Assim, vamos desenvol-
ver a forma candnica de f:

a(z —p)* +q=

a(xz? — 2px +p?) +¢q

ar? — 2apx + ap2 +q

az® — 2apz + (ap® + q)
Comparando esse resultado com sua forma equivalente forma geral az? 4 bx + ¢, que é a forma
geral temos:

ar’ =ar* = a=ua (1)

b
—2apx:bm:>p:—% (2)

ap’ +q=c=q=c—ap? (3)

A concluséo (1) ndo traz novidade, a (2) nos mostra como determinar p a partir da forma geral
e (3) revelard quem é ¢, mas precisaremos simplificar um pouco mais a expressao. Para isso,
usaremos (2) em (3):

da b2 dac — b2

"% T 4a
B _b2 — dac
N 4a
Lembrando, que em equacdes do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0, a expressdo “b? — 4ac" é
A
representada pela letra grega A, ou seja, A = b?> — 4ac, temos que g = 1
a

Teorema 3 Seja a funcdo quadratica f, de dominio real, definida por f(x) = az?+bx + cou pela
sua forma equivalente f(z) = a(x — p)? + ¢, temos

00 = (~5 )

e uma das situacdes a seguir é verdadeira:
(i) (p, q) & 0o ponto de minimo, se a > 0;

(i) (p, q) é o ponto de maximo, se a < 0.



=SISISESESIS=Rd SOMA DE UMA PROGRESSAD ARITMETICA

Menino Gauss
r

No livro Antologia Matemdtica de Malba Tahan, conta um episddio cuja personagem principal
seria o “principe da matematica” Carl Frederick Gauss (x1777 — 11855). Nao se sabe se o epi-
sédio é real, mas conta-se que aos sete anos de idade, chegando para mais um dia de aula,
Gauss e seus colegas teriam encontrado o professor com pouca paciéncia. Assim, o profes-
sor, com o intuito de entreter seus alunos por longo tempo e nao precisar dar-lhes qualquer
atencao, pediu para que todos somassem os niimeros naturais desde 1 até 100. Contudo, o jo-
vem Gauss em pouco tempo levou o resultado do exercicio para o professor e este, incrédulo
do feito, teria mandado Gauss para a direcdo. Mais tarde, tudo se esclareceu e o professor
reconheceu o acerto no método e no resultado dado pelo jovem e desculpou-se.

Como o jovem Gauss teria obtido este resultado por um método aparentemente desconhido
do enfurecido professor e com tanta rapidez?

Com a finalidade de responder a essa pergunta sugerimos uma atividade. Ela necessitara de
uma fita métrica.

Figura 4.15: Imagem de Pastorius CC-BY

Como as fitas métricas comercializadas tem um tamanho padrdo, em nossa atividade vamos
entender como o jovem Gauss fez a soma comecando por somar os nimeros da fita métrica,
ou seja, vamos comecar resolvendo a expressao

1+24+3+4+5+---+ 147 + 148 + 149 + 150

a) De posse da fita métrica, perceba que ela tem os dois lados numerados. Cada um desses
lados tem todos os nimeros que queremos somar?

b) Qual o ndmero que corresponde ao verso (outro lado da fita) do ndmero 1?7 E quais sao
0s nimeros dos versos correspondentes de 18 e 757
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c) Agora, vamos fazer algumas somas de um niimero com o seu correspondente no verso
da fita. Faca:

14+ seu correspondente;
154 seu correspondente;
31+ seu correspondente;
49+ seu correspondente;

75+ seu correspondente.

d) Qual o resultado obtido sempre que se soma um niimero com o seu correspondente no
verso desta fita?

e) Com base na resposta do item anterior, qual o resultado da soma de todos os ndmeros
dos dois lados dessa fita?

f) A soma de todos os niimeros em ambos os lados da fita é o resultado que queriamos
obter?

g) Que operacdo devemos fazer com a soma de todos os niimeros da fita para que ele seja
o resultado da expressao

1+24+3+4+5+---+147+ 148 + 149+ 150 ?
Qual é o valor dessa expressdo?

h) Imagine agora uma outra fita que tenha em cada lado, todos os nimeros de 1 até 100.

Um dos lados BESEZEEC T T - TR - T S - |
O outro lado 100 99 98 97 96 95 94 93

Utilizando o mesmo raciocicio, tente responder a mesma pergunta feita para a turma do
jovem Gauss, ou seja,quantodd 1 +2+ 3+ --- 4+ 97+ 98 + 99 + 1007

i) E se a fita fosse até o nimero natural n?

Um dos lados Bk EEC T TR - T - T A - ]

Com o que foi aprendido, obtenha uma expressao para o resultado da soma dos n pri-
meiros nameros naturais. Ou seja, tente expressar em funcao de n, o resultado de
1+24344+5+--+(n=3)+(n—-2)+(n—-1)+n.




Numeros triangulares
r

No capitulo Introducdo as Funcdes, uma das atividades sugere que vocé determine a relacao
entre uma sequéncia de figuras e a quantidade de pontos usados para compor cada figura.

As quantidades de pontos em cada figuras sdo comumente chamado de niimeros poligonais.
Assim, (1,4,9, 16, - - - ) sao nimeros quadrados; (1,5, 12,22, - - -) sdo nimeros pentagonais; etc.

Nesta atividade, vamos pensar sobre os nimeros tridngulares. A imagem a seguir exibe os
cinco primeiros:

.a&.&.&

a) Escreva a sequéncia de nimeros tridngulares até o sexto termo.
b) Os nimeros triangulares formam uma progressao aritmética?

c) A figura a seguir, destaca as linhas de cada tridngulo, uma de cada cor. Escreva o total
de bolinhas de cada um desses triangulos como soma das quantidades das suas linhas.
Exemplo: Ty =1+2+3+14

.a&.&.&
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d) Ap6s o item anterior, que relacdo vocé percebe entre os nimeros triangulares e o episé-
dio do menino Gauss?

e) Combasenessarelacdo, vocé seria capaz de determinar o centésimo niimero triangular?
Determine-o.

f) Chamando de 7,, o nimero triangular da posicao n, escreva a relacao entre n e 7,,.

De modo mais geral, a soma dos primeiros termos de qualquer progressao aritmética é ex-
pressa por uma funcao quadratica.

Isso acontece porque o método que usamos para somar nimeros naturais, que formam uma
progressao aritmética, continua valido para uma progressao aritmética diferente dessa. Ob-
serve.

a1+a2+a3+~-+an_1+an
ap+ap_1+---+ag+ay+a

Somando um elemento de cada linha e na ordem escrita teremos:
(ar +ap) + (a2 + ap_1) + -+ (ap_1 + ag) + (a, + ay)

Fazendo uma analogia com a atividade, é fato (verificavel de maneira simples) que todas as
parcelas dessa soma sdo iguais, além disso, a quantidade de parcelas é dada pela mesma da
quantidade de elementos da progressdo. E também, temos que cada par dentro dos parénte-
ses exibe um elemento que, em relacao as sequéncias de onde foram extraidos, varia em +r,
enguanto o outro varia —r, onde r é a razao da progressao aritmética. Assim, dispomos de n
parcelas iguais a, por exemplo, a; + a,,. J& podemos concluir o teorema a seguir:

Teorema 4 Dada a progressao aritmética (ay, as,as, -+ ,ap_1,0,, -+ ), @ SOMa dos seus n pri-
meiros termos sera indicada por S,, e

n-(a +a
Sn — ( 1 TL)
2
Contudo, sabe-se que a,, = a; + (n — 1) - r e a relacao da soma dos primeiros termos da pro-
gressao aritmética pode ainda ser apresentada conforme segue:

[a; +a3+(n—1)-7-n [ag-n+a -n+m-r—r)-n] 2an+n’r—rn
STL: = —
2 2 2
L) (2a; — 1)
5 n +72 n

S, =
que é uma funcdo quadréatica dada em sua forma polinomial (com ¢ = 0) e dominio discreto N*.

A expressao que fornece a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética,
em funcao de n, é uma funcao quadratica.
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0 grafico e a forma can6nica Rtividade 1 o __4
( 0
Para melhor explorarmos essa atividade sugerimos a versdo online, disponivel nos links a -'g
. d
seguir: i
3
5
B Parte1: Forma Canbnica e o parametro ‘a’ T
4
3
TR

B Parte 2: Forma Canodnica e o pardmetro ‘p'
B Parte 3: Forma Canbnica e o parametro ‘¢’

B Parte 4: Forma Canonica

Caso nao seja possivel, segue a atividade que corresponde a apresentada nos “links":

Na atividade Em busca de padrées em f(z) = 22, vocé teve a oportunidade de explorar as
propriedades do grafico da funcdo f : R — R dada por f(x) = 22, j& na atividade 3, vocé foi
apresentado a um processo que o levou a transformar a relacdo quadratica dada na forma
polinomial: f(x) = ax? + bx + c para forma canoénica f(z) = a(x — p)? + ¢q. O objetivo desta
atividade é que vocé consiga perceber as mudancas ocorridas no grafico da funcao f (dada
em sua forma canénica) acarretadas pelas variacdes dos coeficientes a, p e q. Esperamos que
além de vocé ter contato com novos conceitos, comprove e consolide os conceitos abordados
nas atividades anteriores deste capitulo.

Parte 1

Dadaafuncao f : R — R, definida na sua forma canénica: f(r) = a(z —p)? + ¢, ao assumirmos
p = q = 0temos que f(z) = az? onde analisaremos as variaces dos valores de a > 0,
observando a figura a seguir:

= ba?
p(x) = =°
g(z) = 0.1522

2 3 45 6 72



https://ggbm.at/jdFEcyav
https://ggbm.at/DmKxRtU9
https://ggbm.at/Qcm5QFjH
https://ggbm.at/jVJh78hz
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Note que os graficos apresentados na figura acima apresentam apenas valores de a maiores
que zero, e que a curva em questao é cdncava, com base nessa afirmacao responda:

a) Quando o valor de a aumenta, a concavidade da curva fica mais aberta ou mais fechada?

b) Quando o valor de a se aproxima de zero, a concavidade da curva fica mais aberta ou
mais fechada?

c) Tente explicar com suas palavras uma justificativa para as respostas dadas no item an-
terior.

Observe as novas figuras a seguir que apresentam novos valores de a < 0.

3
2
1
1 2 3 4 5 6 7 X
f(z) = —0.052>
() = —0.522

d) Quando o valor de a diminui (fica “mais negativo"), a concavidade da curva fica mais
aberta ou mais fechada?

e) Quando o valor de a se aproxima de zero, a concavidade da curva fica mais aberta ou
mais fechada?

A figura a seguir apresenta o grafico da funcao f definida anteriormente para a = 0.



3
Funcao f(z) = 022 3
a=10
]
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

g

=2

-3

f) Com base no grafico acima, comente cada uma das alternativas a seguir, que indicam o
comportamento do gréfico quando a = 0.

i) A curva some, pois ndo é mais funcao.

ii) Nao existe mais curva, o grafico apresentado é uma reta representada pela funcao
constante f : R — R dado por f(z) =0

iii) A curva ainda existe mais fica invisivel, pois a abertura de sua concavidade tende
ao infinito.

A curva se transforma numa reta que esta sobreposta ao eixo das abscissas.

g) Vocé deve ter notado que quando o valor de a > 0 a concavidade da curva aponta para
cima, e quando a < 0 a concavidade aponta para baixo. Com base neste fato, reescreva
as falsas afirmacdes a seguir, tornando-as verdadeiras:

i) Quando a > 0 a, da esquerda para direita, a curva é decrescente e ao assumir o seu
valor maximo passa a ser crescente.

ii) Quando a > 0 a, da esquerda para direita, a curva é crescente e ao assumir o seu
valor minimo passa a ser decrescente.

iii) Quando a < 0 a, da esquerda para direita, a curva é decrescente e ao assumir o seu
valor maximo passa a ser crescente.

iv) Quando a < 0 a, da esquerda para direita, a curva é crescente e ao assumir o seu
valor minimo passa a ser decrescente.

Fl] CAPITULD
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Dada a funcéo g : R — R, definida na sua forma canénica: g(z) = a(z — p)? + ¢, tomemos a = 1

§  eq=0eanalisaremos os valores de p na fungdo f(z) = (z — p)* observando a figura a seguir:
I
u y
= 1
g
0
@
U
5 10
[T
9
8
7
6
5
4
3
2
1
] €T
-7 -6-5-4-3-2-101 2 3 45 6 7 8
Fl@) = (z + 4) W) = 22 t(z) = (x — 5)2
2
g(z) = (2+ 2)? p(a) = (z - 3)°
-3

Figura 4.16: Variactes de p.

Variacdes de p.

Em cada um dos itens a seguir destaque as alternativas verdadeiras.

a) Quando os valores de p aumentam a curva se desloca para
() direita.
( )cima.
( ) esquerda.
() baixo.

b) Quando os valores de p diminuem a curva se desloca para
() direita.
() cima.
( ) esquerda.
( ) baixo.



c) Vocé deve ter notado que a curva tangencia o eixo das abscissas em um ponto, que é
justamente o ponto em que a curva deixa de ser decrescente e passa a ser crescente.

Qual é arelacdo dos valores de p com este ponto?

() O ponto de tangéncia em quest&o é (—p, 0).

( ) O ponto de tangéncia em questao é
( ) O ponto de tangéncia em questéo é

(Oa *p)'
(0, p).
(p,0

( ) O ponto de tangéncia em questao é (p, 0).

Fl] CAPITULD
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d) O movimento que a curva faz quando p varia, é uma
( ) translacao vertical.
() translacao horizontal.
() rotacdo em 360°.

() rotacéo em 180°.

Parte 3

Dada a funcéo g : R — R, definida na sua forma canénica: g(x) = a(z — p)? + ¢, tomemos a = 1
e p = 0 e analisaremos os valores de ¢ na funcdo f(r) = 22 + ¢ observando a figura a seguir:

Y

2=5

Figura 4.17: Variacdo de ¢
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Em cada um dos itens a seguir destaque as alternativas verdadeiras.

a)

b)

0

d)

Quando os valores de ¢ aumentam a curva se desloca para
() direita.

( )cima.

( ) esquerda.

() baixo.

Quando os valores de ¢ diminuem a curva se desloca para

() direita.

( )cima.

( ) esquerda.

() baixo.

Vocé deve ter notado que a curva intersecta o eixo das ordenadas em um ponto, que é

justamente o ponto em que a curva deixa de ser decrescente e passa a ser crescente.
Quais sao relacdes dos valores de ¢ com esse ponto?

( ) O ponto de interseccao é (—q,0).

( ) 0 ponto de interseccéo é (¢, 0).

() O ponto de interseccao é (0, —q).

( ) 0 ponto de interseccéo é (0, q).

() Nafigura, g representa o maior valor que essa funcao atinge.

() Nafigura, g representa o menor valor que essa funcao atinge.

0 movimento que a curva faz quando ¢ varia, é uma
() translacao vertical.

() translacao horizontal.

() rotacéo em 360°.

() rotacéo em 180°.



Parte 4

Em cada uma das partes anteriores, estudamos as variacoes graficas que cada um dos valores
de a, p e ¢ fazem na curva. Para elucidarmos essas ideias, convidamos a variar esses valores
juntos na funcéo f : R — R, definida na sua forma canénica: f(z) = a(z — p)* + ¢.

a) Observe as figuras a seguir, e note que em todas os valores de a sdo sempre iguais a1,
ja os valores de p e g variam.

Céhnica \p:4
&
@ cy-a@x-pF+a a=3 "
.
Nimero 2 a.=1
a=1
® 5 i@ S ® 1
. P -1 i 1 2 8
5 -. 5
@ —1
q=-3
. 5 @ 5 @ 2

Cénica D:L g
. cy=alx-pP+gq g=0
®
a=1 *
Nuimero
a=1 Z
® 5 4@ 5 @
p=3 2
® 5 =@ 5 ®
q=0 :
O
5 @ 5
@ -2 -2 -1 o 1 2 2 4
-

Figura4.19: (p=3eq=0)
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=
Conica p=-1 y e
'||||\||Q-'|| T
B
CEETE————
Nom.
a=1
5 4@ 5 @
p=-1
5 @ 5 @
q=2
® 5« 5 ®
1
& = -4 - E -1 0 1 2 3

Figura4.20: (p=—-1eq=2)

i) Avariacdo de p faz com que o grafico sofra que tipo de translacao (vertical ou hori-
zontal?

ii) Avariacdo de ¢ faz com que o grafico sofra que tipo de translacdo (vertical ou hori-
zontal?

b) As figuras a seguir mostram as variacGes obtidas no grafico para os valores dea = 1,
(p=5eq=25);(p=—-5eq=>5);emseguida(p =5eq = —5)eporiltimo(p = -5e
g = —5). J& vimos anteriormente que existe um ponto no grafico em que a funcao deixa
de ser decrescente e passa a ser crescente, este ponto chamamaos de vértice da curva.

[

5 @ 5 ®
p=5

s @5 ()
q=5

5 =5 ®

Figura4.2l: (p=5eq=5)



Conica p=ls g
®
cy=a(x-pf+aq
Nimero azd
®
a=1
5 @ S ®
p=-5
S@= 5 ®
q=5
iG -.5 @
28 -z -15 -10 = o 5
s
Figura4.22: (p=—-5eq=>5)
Canica p=5 g
cy=a(x-pf+gq gq=-5 15
Nimero a=
* 10
a=1
5 i@ S s
p=5
5 =@5 @ 20 15 ~1o =5 0 B / 10 1=
=5 <
-5
S@= 5 ®
-10
15
Figura4.23: (p=5eq= —5)
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A5 B 20 —i5 -10 = 0 5
5 i@= 5

Figura 4.24: (p= —5eq= —5)

Exiba as coordenadas do vértice em funcao dep e q.

c) Observe que ao mantermos os valoresdea = 1,p = 0 eq = 0, temos a curva y = 2.

Considerando uma funcao f de Dominio D e imagem I dada por f(z) = y, utilize a figura
a seguir, e em seguida escolha a alternativa na qual os conjuntos D e [ estdo definidos
na atividade.

- N W &~ u1 OO 9

Figura 4.25: (a=1;p=q=0)

()D=[-55el=]0,5
()D=10,400[el =10, +o0]
()D=10,5]el=][-5,5]
()D=Rel=][0,4o00
()D=RelI=R



d)

f)

Observe que ao mantermos os valoresdea = —2,p =3 e ¢ = —4,temosque y = —2(x —
3)? — 4. Considerando uma funcao f de Dominio D e imagem I dada por f(z) = v, utilize
a figura a seguir, e em seguida escolha a alternativa na qual os conjuntos D e [ estao
definidos na atividade.

Fl] CAPITULD
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Figura 4.26: (a = —2,p =3,q = —4)

()D=[-4,3]el=[-4,3]

()D=Rel=]—o0,—4]

( )D=[-5,5]el =[-5,5]

()D=[-43]el =[—4,+o0|

()D=Rel=R

Em relacdo a funcao real f definida por f(z) = a(xz — p)? + ¢, caso a assuma apenas
valores positivos, assinale quais das afirmaco6es seguintes sao verdadeiras:

( ) Ovalor de p representa o maior valor que f pode assumir.

( ) Ovalor de p representa o menor valor que f pode assumir.

( ) Ovalor de g representa o maior valor que f pode assumir.

( ) Ovalor de g representa o menor valor que f pode assumir.

( ) Afuncao f, ndo tem valor méximo, mas tem valor minimo.

( )Afuncao f, ndo tem valor minimo, mas tem valor maximo.

( ) Afuncao f, tem valores de maximo e minimo.

Em relacdo a funcdo real f definida por f(z) = a(xr — p)? + ¢, caso a assuma apenas
valores negativos, assinale quais das afirmac6es seguintes sao verdadeiras:

( ) O valor de p representa o maior valor que f pode assumir.

() Ovalor de p representa o menor valor que f pode assumir.

( ) Ovalor de g representa o maior valor que f pode assumir.
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g)

(
(
(
(

Ainda na funcao f ao assumirmos os valoresde a = 3;p = 1 e ¢ = —2, Assinale quais

) O valor de ¢ representa o menor valor que f pode assumir.
) Afuncédo f, ndo tem valor madximo, mas tem valor minimo.
) A funcdo f, ndo tem valor minimo, mas tem valor maximo.

) A funcéo f, tem valores de maximo e minimo.

afirmacodes a seguir sao verdadeiras.

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

) O vérticedacurvaéV = (3,1).

) O vérticedacurvaéV = (3,-2).

) O vérticedacurvaéV = (1, -2).

)OvérticedacurvaéV = (—2,1).

) —2, é 0o maior valor que a funcao f pode assumir.

) 3, € o maior valor que a funcéo f pode assumir.

) 1, € o maior valor que a funcéo f pode assumir.

) —2, é 0o menor valor que a funcéo f pode assumir.

) 3, € o menor valor que a funcéo f pode assumir.

) 1, € o menor valor que a funcdo f pode assumir.

) A concavidade da curva esta voltada para cima, pois a > 0.
) A concavidade da curva estd voltada para cima, pois p > 0.

) A concavidade da curva estd voltada para cima, pois ¢ < 0.




EXERCICIOS

Dadas as funcdes quadraticas f : R — R a seguir na forma candnica, passe todas para
forma polinomial representando-as graficamente.

a) f(z)=2(z—5)72%+38
b) g(z) = -3(x+2)> -7

Dadas as funcoes quadraticas f : R — R a seguir na forma polinomial, passe todas para

forma canénica representando-as graficamente.

a) f(z)=22—-8r+6
b) f(zr) = —2>+8z
o) f(x)=222+38

d) f(x) =22%+8x
e flx)=22+2+1

Cada um dos graficos a seguir representa uma funcao f : R — R. Exiba a forma canbnica

em cada caso.

a) o ~
1 X
. ey
b d)
Yy
Vv T
0 1
-3
B¢ ' f:
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A curva apresentada nas atividades anteriores foi descoberta e utilizada muito antes do surgi-
mento do conceito de funcao. Os relatos histéricos apontam que os gregos ja utilizavam curvas
obtidas por meio de cortes especificos em cones retos (denominadas cénicas), porém foram os
textos de Apoldnio (262 a.C. — 194 a.C.) que definiram e explicitaram as propriedades destas
curvas. Das cbnicas definidas por Apolénio, a que estamos estudando, é denominada de para-
bola.

A abordagem dada a parabola durante muitos séculos foi apenas geométrica, a seguir apresen-
tamos sua definicao geométrica:

Foco Dado um ponto F' e uma reta d que ndo contém F, chamamos de parabola o conjunto dos
pontos P, no plano definido por F' e d, tais que P equidista de F' e d. Onde denominamos
F como foco e d como reta diretiz.

Figura 4.27: Parabola como Lugar Geométrico

Ou seja, P € parabola = d(P, F) = d(P,d)

Agora vamos mostrar que essa definicdo atende a funcdo f : R — R definida por f(z) = z2.

Na figura a seguir destacamos, além do gréafico da funcdo f, os pontos F' = (0, }l) e a reta
d:y=—

IS



2

w
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Funcéo f(z) =«
Ponto F=(0,0.25)
Retad: y=-0.25

FUNCAQ QURORATIC

Figura 4.28: Parabola, Foco e diretriz

Sabemos que todos ponto pertencentes a f sdo do tipo P = (x,2?) para que f satizfaca a
definicdo anterior, temos que para todo P pertencente a f, a distancia de P ao foco F' = (0, }l)
seja a mesma distancia de P areta diretrizd : y = —;11, e isto é fato, veja:

AP F) = \fle =02+ (@ = 12 = fa? o 22— )2

PE o~

2 15 1 -050| 05 1215 2 25 PFP=a2’+(*-))
-05

X

Figura 4.29: DistanciadePaF

Por outro lado:

d(P,d) = 2® + =
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25

45 1 <050 05 1015 2 g4.4=-(})

Figura 4.30: Distanciade Pad

Como queremos d(P, F') = d(P,d), temos:

1 1
2 2 2)\2 — 24 =
x? + (x 4) x +4
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:
1 1
2 2 VAV 2 \2
(f2* + @ = D)= @+ )
1 1
2 2 _ 2 _ 2 1y
2+ (@ = 1) = (@ +7)
Desenvolvendo teremos:
1 1 1 1
2 4 -2 S N_ 4, 2, &
T -+ ) MR
1 1 1 1
4 2 1 o9 O
R G L R T A L T
E finalmente:
1 1 1 1
O B S S S
S T N T,

Isso nos mostra que a curva descrita no grafico da funcao quadratica f : R — R definida por
f(x) = 2% é realmente uma parabola.

Agora utilizaremos os conceitos abordados na atividade O grdfico e a forma canénica.

a) Observamos que a variacdo de a na curva y = ax? faz com que a concavidade da curva
fiqgue mais aberta quando a se aproxima de zero ou mais fechada quando a se afasta de
zero, e também que o sinal de a indica se a concavidade aponta para cima (a > 0) ou para
baixo (a < 0). E facildemonstrar que o grafico de toda funcaoreal f dadanaforma f(x) =
ax? é uma pardbola. Note que o texto anterior, provamos paraa = 1. Para generalizarmos,

basta assumirmos o foco como F = (0, 4—1(1) e reta diretriz como a reta horizontal y = —i.



b) Além disso vimos que as variacdes dos termos p e g da forma candnica f(z) = a(z—p)?+q¢
provocam as translacées horizontais e verticais respectivamente. Como as translacoes
nao deformam as figuras transladadas, podemos inferir que os gréaficos todas as funcées
reais dadas por f(z) = a(x — p)? + ¢ sdo pardbolas. Cujo vértice é dado por V = (p, q).

Fl] CAPITULD

c) Portanto toda funcdo quadratica apresentada na sua forma canénica f(z) = a(z —p)% +¢
e também em sua forma polinomial f(x) = az? + bz + c tém graficos parabdlicos.

FUNCAD QURDORATIC

Toda parabola com reta diretriz paralela ao eixo das abscissas sera uma funcao quadra-
tica.

&~ 1 o1 O WO

Q
w

2 Foco F = (2,4)
1 Diretrizd:y =3

2 10/ 1 2 3 4 5 6
1

Figura 4.31: Sao funcdes de x em y

4
d 2
F

-4 -2 0 2 4 6

=2

A

-6 Foco F = (2,0)

Diretrizd:y =1
-8

Note que se esta condicao nao for aceita, o grafico apresentado, nao sera sequer uma funcao
real de x em y, observe nas figuras a seguir:
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T O

= N A S w @ g iy

Cdnica
cy2 =z

(9,3)

-3 -2 -1 1

E N O'S By N |

2 3 45 6 7 8 910MN

9,-3)

Figura 4.32: Nao é funcaode z emy

Se a figura anterior, representar o graficodarelacdo ¢ : R .+ — R, dada porz = 32, temos que
¢ nao é funcao, ja que a maioria dos pontos do dominio apresentam duas imagens, na figura
destacamos apenas as duas imagens de z = 9.

Porém, mesmo ndo sendo comum, se assumirmos a relacdo ¢ : R, — R+ dada por z = 32,

temos que ¢ é funcao, sé que de y em z.

Ja no caso da figura a seguir, o grafico, nao representa uma funcao de x em y nem de y em x.

Conica c: 2% — 2zy+ n
+y? —da — 4y = —12

PontoD=37 10
E=(39)
F=(2,2)

Retad:z+y=2

N W & 1 OO0 u 0

Y

5 -4 -3 2 110
-1

-2

]

2N\3 4 5 6 7 8 9

Figura 4.33: Nao é funcdode z emy

Ou seja, para que uma parabola seja o grafico de uma funcao quadratica de R, — R, a condi-
cao necessaria € que sua reta diretriz seja paralela ao eixo das abscissas.
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Fugindo pela parabola
r

Num jogo eletrénico em que vocé controla um oficial militar infiltrado. Dentre as fases de
treinamento tatico hd uma que exibe um saldo vigiado por cameras.

Figura 4.34: Imagem de divulgacao.

Como as cameras fazem movimento de vai e vem, é possivel atravessar o saldo sem ser de-
tectado, e esse é o objetivo desta fase. A imagem a seguir mostra a vista de cima desta fase.

Regiao H

A regido em cinza é uma regido que, em algum momento, pode ser enxergado por camera du-
rante o movimento de vai e vem. A linha verde continua representa alguma barreira intranspo-
nivel; ja as linhas tracejadas podem ser ultrapassadas pelo personagem para se abrigar das
cameras e terminar a fase. Em 'E' o personagem entra no cenario essa passagem se fecha, em
‘S’ ele sai e vence a fase.

Os pontos em vermelho sdo posicdes possiveis para o personagem que, percebendo a proximi-
dade do olhar de alguma das cameras deve correr e se esconder numa regiao em preto. Sendo
assim, para cada posicao do personagem, diga para onde ele deve correr: Regiao horizontal
‘H' ou Regido quadrada ‘Q.
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PARA PESQUISARS N

A definicdo geométrica da parabola apresentada inicialmente pode ser associada a referén-
cia histérica de corte de cone reto, para isso acesse o link do geogebra a seguir e mantenha
os valores de t e a, variando apenas os valores de s.

0 cone e as conicas - excentricidade da parabola (https://ggbm.at/Z38MMkqV)

Para demonstrar que toda pardbola é gerada por cortes especificos em cones retos, suge-

rimos uma leitura das paginas 13, 14 e 15 da dissertacao de Monteiro (2014).
\_ J



https://ggbm.at/Z38MMkqV
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Aumento na passagem

-

a) Se aumentarmos em R$2, 00 a passagem qual serd seu novo preco? Qual a nova quanti-
dade de passageiros? Qual serd o novo faturamento em reais? E se o aumento fosse de
R$12,00?

b) Preencha a tabela a seguir, seguindo o padrdo que modela a situacao.

Aumento em reais\ Novo preco

0

40+1.0=40

1200-10.0=1200

Nova quantidade de passageiros\ Faturamento em reais\

40.1200 =48 000

Atividade 9

Uma empresa de transporte rodovidrio, faz o trajeto entre duas cidades brasileiras diaria-
mente, e transporta mensalmente, uma média de 1200 passageiros. O custo individual da pas-
sagem cobrado pela empresa, é atualmente de R$40, 00, porém seus diretores estudam um
aumento desse valor. Para isso contratam uma outra empresa para realizar uma pesquisa de
mercado, a pesquisa realizada por essa empresa, estima que a cada R$1, 00 de aumento no
preco da passagem, 10 passageiros deixarao de viajar pela transportadora. De posse desta
informacdo, os diretores desejam saber qual é o preco de passagem, em reais, que vai maxi-
mizar o faturamento dessa transportadora. Para isso vamos responder os itens a seguir:

10

40+1.10=50

1200-10.10=1100

50.1100=55000

20

40+1.20=60

1200-10.20=1000

60.1000 =60 000

30

40

50

60

70

80

90

100

110

130

c) Escolhaum dos planos cartesianos a seguir, para representar os pontos da tabela acima

e os represente no plano escolhido.
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Figura 4.35: Grafico A
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Figura 4.36: Grafico B

- N W H Ut 0 0w

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13

Figura 4.37: Grafico C



d)

e)

f)

g)

h)

)

k)

Y

m)

0)

p)

a)

r

s)

Qual “gréafico” vocé escolheu? Justifique sua escolha.

A escala no “gréafico” escolhido é a mesma nos dois eixos? Quais os “graficos” do item “b"
possuem a mesma escala nos dois eixos?

Quais as vantagens e desvantagens em ambos os casos (eixos em escalas distintas e
eixos em mesma escala)?

Explique o motivo do valor 130 estar na tabela e nao estar no grafico. Justifique levando
em consideracao o valor de sua imagem dentro do conceito da atividade.

Podemos afirmar que os pontos obtidos, sdo pontos de uma pardbola? Justifique sua
resposta.

Ao representarmos por x 0 aumento, em reais pretendido , exiba uma expressao algé-
brica que represente o novo preco da passagem (ja com o aumento de z reais).

Ao representarmos por z 0 aumento, em reais pretendido , exiba uma expressao algé-
brica que represente a nova quantidade mensal de passageiros (ja com o aumento de z
reais).

Ao representarmos por x 0 aumento, em reais pretendido , exiba uma expressao algé-
brica que represente o faturamento da empresa em funcdo de x, dado por F(z).

Se representarmos expressao obtida no item anterior por uma funcao F': A — B, onde
A é seu dominio e B é sua imagem, podemos afirmar que F' € uma funcao quadratica?
Justifique sua resposta

Apresente os conjuntos A (dominio de F) e B (imagem F) que satisfazem os valores
possiveis na situacao apresentada.

Em que ponto o grafico corta o eixo das ordenadas? E o que esse valor representa na
situacao?

Em que ponto o grafico corta o eixo das abscissas? O que esse ponto representa na
situacao?

E se o dominio fosse o R, qual seria o outro ponto de interseccdo com o eixo das abscis-
sas? Por que ele nao é considerado na situacao?

Utilize o processo de completar quadrados e apresente a funcao /' em sua forma cané-
nica.

Enfim, qual é o aumento no preco de passagem, em reais, que vai maximizar o fatura-
mento dessa transportadora?

Qual é o valor desse faturamento maximo? Este valor aparece tabela e no grafico?
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EXERCICIOS

Trace os graficos das funcées f : R — R definidas por:

Dada a funcéoreal f dada por f(z) = —x?+4x+5, o gréfico da mesma esta representado

a) f(x)=2%>—2x
b) f(z)=—-22+9
o fla)=a2>—-22+1
d) f(z) = —a? —|-61‘—5
e) f(x)=
D f) =a? +a+1
abaixo:
F(@)
C
A

a) C=(0,5);A=(-1,0);
b) C=(0,4); A=(0,-1);
o) C=(0,5);A=(0,-1);
d) C=(0,5);A=(-1,0);
e) C=(0,5); A= (-1,0);




Seja a funcao real g, definida por g(z) = az? + bx + c representada no gréafico a seguir:

g()

Pode-se afirmar que:
a) a>0b>0c<0
b) a>0,b<0;¢c>0
€ a<0;b<0,c<0
d a<0:b>0c<0
e) a<0;b>0;¢c>0

m=leis\p4z\[s[s} INTERSEGCAD COM 0S EIXOS COORDENADOS

Em atividades anteriores, observamos as mudancas ocorridas no grafico de uma funcao qua-
dratica em sua forma canénica. Ao observarmos essa funcao definida em sua forma polinomial,
também conseguimos perceber a influéncia que cada um de seus coeficientes (a, b e ¢) tem na
posicao do grafico da funcao.

Dada a funcéo real f definida por f(x) = ax?® + bz + ¢, podemos descobrir em quais pontos f
intersecta os eixos coordenados:

a) O eixo das ordenadas

Todo ponto pertencente ao eixo das ordenadas possui coordenada x = 0, logo P =
(0, £(0)) pertence a parabola e ao eixo dadas ordenadas com P = (0, ¢), pois:

fO)=a-024+b-0+c=04+0+c=c

b) O eixo das abscissas

Todo ponto pertencente ao eixo das abscissas possui coordenada f(z) = 0,logo P = (z,0)
pertence a parabola e ao eixo das abscissas. E quando substituimos f(x) por 0, temos
uma equacao do segundo grau, ela pode ser resolvida por diversas maneiras, a mais co-
mum utilizando a férmula quadratica, conhecida no Brasil erroneamente por formula de
Baskara:

b+ VA
r=——-",

2a
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onde A = b% — 4ac.

Ao resolvermos a equacao quadratica é possivel que encontremos os zeros da funcao,
termo utilizado para os valores de = que fazem f(x) ser nula, f(z) = 0. Neste caso obte-
remos o(s) ponto(s) em que o grafico da funcdo intersecta o eixo das abscissas.

Analisemos o sinal de A:
Caso 1

Para A > 0, teremos na férmula quadratica, uma raiz quadrada de um nlimero positivo,
sendo seu resultado um ndmero real positivo qualquer (inteiro, racional ndo inteiro ou
irracional), ao somarmos esse valor com —b e dividirmos o resultado por 2a, encontrare-
mos um dos zeros da funcao f que chamaremos de z;; ao subtrairmos esse valor de —b
e dividirmos o resultado por 2a, teremos o outro zero da funcao f que chamaremos de z,,

sendo:
_chtVA o —b-VA

1 2a T2 = 2a

Portanto a parabola (grafico de f) intersectard o eixo das abscissas em dois pontos: P, =
(331,0) e PQ = (SC270)

f
(0,0
(0,0
0 .0
(331,0) (332,0) R (Ilf ) 2 <0 (952 )>
a>0
Figura 4.38: (A > 0)
Caso 2

Para A = 0, teremos na férmula quadratica, uma raiz quadrada de zero, que resulta em
zero, e somar ou subtrair 0 de —b acharemos sempre —b, resultando assim num dnico

—b++v/0 —-b+0 -—b L
zerode f,nocaso: ¢ = = = — = p = z,. Note que esta expressao é a
2a 2a 2a

mesma apresentada anteriormente para a coordenada x do vértice da parabola.

Portanto a parabola (grafico de f) “tocard" no eixo das abscissas em apenas um ponto:

V= ). Ou melhor, o eixo das abscissas sera tangente a parébola no ponto V.

—.0
2a’



A A b

f V:(_2a‘ O)
(0,0

~
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a>0

Figura 4.39: (A = 0)

Caso 3

Para A < 0, teremos na férmula quadratica, uma raiz quadrada de um ndmero real ne-
gativo, que resulta no fato de nao existir um valor de x real que atenda essa equacao
quadratica. Sendo assim o grafico nem toca nem intersecta o eixo das abscissas, logo a
funcao f nao possuira zeros.

Portanto a parabola (grafico de f) ficara posicionada totalmente acima (a > 0) ou abaixo
(a < 0) do eixo das abscissas.

4~ A

~

<o

(0.0

(0,0

e <]

v

a<0

a>0

Figura 4.40: (A < 0)

Vale ressaltar que uma funcao quadratica f : R — R definida em sua forma polinomial por:
f(x) = ax®4+bx+c, além de poder ser representada em sua forma canénica: f(z) = a(z—p)%+q,
também pode ser escrita em sua forma fatorada: f(x) = a(x — z1)(z — x4) , onde x; e x4 S30 0S
zeros de f.

Exemplo 1: Seja a funcéo real f definida por f(x) = 22 — 6x + 8 representada graficamente por:
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Figura 4.41: f(z) = 22 — 62 + 8

Note que suas raizes séo x; = 2 e xy = 4 (podemos descobrir esses valoress utilizando a
féormula quadratica), note que a forma fatorada de f seré:

f(@) = (x=2)(z —4)

Para retornarmos para a forma polinomial basta efetuarmos o produto indicado.

Exemplo 2: Seja a funcao real f definida por f(z) = —222 + 4x + 6 representada graficamente
por:
gt
8
7
6 f
/
U
3
2
1
-2 1 1 2 3 4 "
-1
-2

Figura 4.42: f(z) = —222 + 42 +6

Note que suas raizes sdo z; = 3 e x5 = —1 (podemos descobrir esses valores utilizando a
férmula quadratica), note que a forma fatorada de f seré:

f(z)=a(z—3)(x+1)
Substituindo o ponto (0, 6) temos:
6=a(0—3)(0+1)

6 =—3a
a=—2
Portanto, f na sua forma fatorada seré dada por: f(z) = —2(z — 3)(z + 1)

Para retornarmos para a forma polinomial basta efetuarmos o produto indicado.
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Altura do arco da praca da Apoteose
r

A passarela Professor Darcy Ribeiro (x1922, 11997), mais conhecida como Sambédromo, fica
na cidade do Rio de Janeiro e foi construida em 1984. Com projeto arquitetdnico de Oscar
Niemeyer (x1907, 12012), ela foi concebida para ser o local fixo de uma das maiores festas po-
pulares do Brasil, o Carnaval. Ao final da passarela, encontra-se a praca da apoteose, com o
museu do samba e um enorme arco cujo formato lembra o de uma parabola.
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Figura 4.43: Foto de Jorge Mello CC-BY-SA

Em 2011, pela primeira vez desde a construcao, a prefeitura providenciou a limpeza do arco.

ee
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M
get
£c
=11
=
L]

Figura 4.44: Banho nos arcos do Sambdédromo


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Apoteose_do_Tiro_com_Arco.jpg
https://extra.globo.com/noticias/rio/banho-nos-arcos-do-sambodromo-1077277.html
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A empresa que foi contratada para fazer essa limpeza, precisou ter uma estimativa da altura
do arco, com a finalidade de saber se seu equipamento seria suficiente para a tarefa, ja que
a altura mdéxima que o equipamento suportaria, seria de 40 m de altura. Uma busca rdpida
na internet nao forneceu o resultado esperado, apenas que o comprimento da base é de 50 m.
Sendo assim, a estimativa teve que ser feita através de calculos. Admitindo por aproximacao
que o arco seja parabdlico, faca o que se pede:

a) Quantas informac6es concretas séo fornecidas para esta parabola?

b) Caso vocé soubesse a funcdo que descreve essa parabola, vocé seria capaz de determi-
nar a altura aproximada do arco?

c) Dentre as opcdes a seguir marque a que faz o rascunho do arco no plano cartesiano.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

- J

d) Paraessa escolha, qual o significado dos valores de z e de y?

e) Que pontos do plano cartesiano sao conhecidos, se juntarmos a escolha gréfica com os
dados fornecidos sobre o arco?

f) Com base em sua escolha do rascunho grafico mais adequado e considerando os pontos
conhecidos da parabola, qual forma da funcao quadratica resulta em maior quantidade
de informacdes conhecidas?

O f(z) = ar® + bz +c
O f(z) = a(z —p)* +4¢
O f(z) = a(z — =) (x — x2)

g) Quantos dados estdo faltando para que seja conhecida a funcdo que descreve esta pa-
rabola?

h) Com o auxilio da calculadora gréafica em: Estimando a pardbola(https://ggbm.at/VFR6
nWHM) obtenha a informacé&o que falta para obter a funcdo que descreve a parabola.

i) Qual a altura estimada para a altura do arco?

j) Aempresa contratada para a limpeza do arco teve capacidade de concluir o servico com
0 equipamento que possuia?



https://ggbm.at/VFR6nWHM
https://ggbm.at/VFR6nWHM

Maos a obra! Atividade 1
-

A prefeitura de uma cidade, com o fim de melhorar as atividades comerciais locais, fez um
levantamento com produtores, fornecedores e compradores. Ficou claro que a reducao no
percurso até a cidade beneficiaria a todos. Por esse motivo, a prefeitura encomendou a con-
trucao de uma nova estrada, que exigiria dois tlneis em certo trecho, um para cada sentido
da estrada. O formato das entradas ou das saidas dos tlineis, a pedido da prefeitura, deverao
ser arcos parabdlicos.
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LimitacOes geoldgicas impedem que as alturas dos tlneis sejam maiores do que 5 m e cada
tunel deve permitir a passagem de caminhdes comerciais, que tem 4,3 m de altura e 2,6 m
de largura. Além disso, para que os caminhdes ndo arrastem pelas paredes dos tlineis, uma
largura extra de 0,4 m deverd ser considerada conforme o rascunho a seguir.

(2,6+0,4)m

Por fim, o projeto dos tuneis deve satisfazer as condicGes minimas apresentadas por ques-
tdes econbmicas. Sendo assim, a empresa deve calcular a largura das bases das entradas
ou saidas dos tuneis. [Para simplificar o texto, as medidas das entradas ou saidas dos tlneis
serdo tratatas apenas por medidas dos tuneis.)
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a) Casovocé conhecesse afuncao que descreve essa parabola, vocé seria capaz de calcular
a largura da base dos tuneis?

b) Dentre as opcdes a seguir marque a que faz o rascunho de um dos ttineis no plano car-
tesiano.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

c) Para essa escolha, qual o significado dos valores de x e de y?

d) Que pontos do plano cartesiano s@o conhecidos, se juntarmos a escolha gréfica com os
dados fornecidos as medidas dos tlneis?

e) Com base em sua escolha do rascunho grafico mais adequado e considerando os pontos
conhecidos da parabola, qual forma da funcao quadratica resulta em maior quantidade
de informacdes conhecidas?

O f(z) = ax® + bx + ¢
O f(x) =a(z—p)*+q
O f(z) = alz — 21)(z — 22)

f) Quantos dados estdo faltando para que seja conhecida a funcao que descreve esta pa-
rabola?

g) Com alguma coordenada ainda nao utilizada desta curva, determine a informacao que
falta para conhecer a funcao que descreve esta parabola.

h) Determine, segundo esse plano cartesiano, as coordenadas das extremidades das bases
desses tuneis [Se julgar dtil, use apenas a aproximacédo /14 = 3, 75].

i) Com tudo que foi feito, qual a largura das bases desses tlneis?




A jogada vencedora
-

Vamos trabalhar aqui com um famoso jogo que simula lancamento de objetos. No caso, sao
“pdéssaros” caricaturados em formato de personagens de cinema que tem que impedir o plano
dos “porcos verdes" de roubarem seus ovos e trazer destruicao ao universo. A “variavel” re-
sisténcia do ar, por exemplo, nao esta incluida em boa parte das fases deste jogo.

Fl] CAPITULD

Digamos que o programador de uma das fases decida, dentre todos os possiveis lancamentos,
um que forneca a maior quantidade de pontos possivel para a fase. Entendendo a tela como
um plano cartesiano, o programador deve escolher a pardbola que representara a “Jogada
Vencedora". A figura a seguir ilustra a situacao.

FUNCAQ QURORATIC

Figura 4.45: Imagem de divulgacdo.

Com a finalidade de inserir na programacao a funcao que descreve a “Jogada Vencedora" o
programador usou trés coordenadas como referéncia: o passaro e os dois “séis”, cujas coor-
denadas estao destacadas a seguir.

a) Quais sdo as coordenadas indicadas no grafico pelo programador?

b) Quais os significados dos valores de z e de y neste contexto?
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c) Das formas da funcao quadratica apresentadas a seguir, qual delas parece mais ade-
quada diante das informacdes fornecidas?

O f(z) = ar® + bz +c
O f(z) =a(z —p)* +4¢
O f(x) = ale — 21)(x — x5)
d) Substituido a origem na forma escolhida do item anterior, qual a conclusao?

e) Faca o mesmo para as outras duas coordenadas, mas considere também o que vocé
concluiu no item anterior, e obtenha duas equacdes diferentes com variaveis a e b.

f) Nas equacdes apresentadas no item anterior, uma tem o 49 e a outra tem o 25. Na que
tem o 49, multiplique toda ela por 25 e, na outra, a que tem o 25, multiplique toda ela
por 49. Feito isso, subtrai, membro a membro, as duas equacdes resultantes. Qual a
conclusdo?

g) Mais uma vez vamos pegar as equacdes do item ‘e. Repare que uma tem um coeficiente
7 e a outra tem um coeficiente 5. Multiplique a que tem o 7 por 5 e a que tem o 5, por 7.
Depois subtrai, membro a membro, as equacdes assim obtidas. Qual a conclusao?

h) Qual a funcdo que o programador vai inserir como a “Jogada Vencedora"?

mIsES\p4s\nln} VANTAGENS DE CADA FORMA

Nesta secao vimos como obter a lei de formacao de algumas funcdes quadraticas atraveés de
alguns dados iniciais. A forma escolhida para a lei de formacao depende de cada informacao
dada, mas isso pode ser generalizado conforme passamos a apresentar.

Usodaforma f(z) = a(z — p)> + ¢

Essa forma necessita de apenas duas coordenadas da parabola: o vértice que fornecepe g, e
uma outra coordenada qualquer para que seja montada a equacao que fornece o a.

Supondo que essa outra coordenada é (k, A) teremos:
a-(k=pP+g=A=a-(rk-p°=Xr—gq

A-a

(k —p)?

Assim, fica concluida a tarefa de determinar a lei de formacao procurada.

=a=

Usodaforma f(z) = a(z — z1)(z — x4)

Aqui ha a necessidade de trés coordenadas, sendo os dois zeros da funcao, ou seja, ambos os
valores devem existir e precisam ser diferentes; a terceira coordenada pode ser outra qualquer,
incluindo o vértice. Contudo, dispondo do vértice a técnica anterior resulta num caminho mais
rapido.

Agui, mais uma vez, o a fica sendo o valor desconhecido a ser determinado com a terceira co-



ordenada citada, vamos supor que ela seja (k, A). Assim,

A

(k —xy) - (k—x9)

a-(k—z) (K—zy) =A=a=

Uso da forma f(x) = az? + bz + ¢

Se as coordenadas fornecidas nao apresentarem nenhuma das particularidades relatas nos ca-
sos anteriores, o caminho sera o apresentado aqui. A utilizacao dos simbolos para representar
os valores conhecidos ficariam pouco atrativo e ndo apresentariam uma simplificacao digna de

nota. Por esse motivo vamos seguir com um exemplo.

N

Uma equipe técnica estd analisando maquinas que arremessam bolas de ténis para decidir
qual a mais adequada as necessidades de treinamento dos atletas dessa equipe.

Com instrumento adequado, sem vento, eles mediram a altura da bola em alguns instantes
de tempo, conforme tabela.

Tempo em segundos [EEPANEE]
Altura em metros 7111 |13

Logo, as trés coordenadas apresentadas na tabela permitem a determinacao da funcao
quadratica que da a altura da bola em funcdo do tempo.

Nao sabemos se um desses pontos € o vértice e, com certeza, nenhum deles é zero da
funcdo. Teremos que utilizar a forma f(x) = ax? + bz +c. Com os dados da tabela, obtemos
trés equacbes paraa, bec:

a-(2+b-()+c=T=a+b+c=6 [l
a-(22+b-2)+c=11=4a+2b+c=11 [2]
a-(3)%4+b-(38)+c=13=9a+3b+c=13 [3]

Subtraindo [2] — [1] e [3] — [2] obtemos outras duas equacdes, mas desta s6 para a e b:

3a+b=10-6=3a+b=4 [4]
5a+b=12—-10=5a+b=2 [5]
Subtraindo [5] — [4] ou percebendo que [5] é igual 2a + (3a + b) = 2 chega-se na mesma
conclusao, 2a = -2 = a = —1.
Substituindo esse resultado em [4], temosque 3 - (=1)+b=4=0b=T.
Por fim, ao usar estes valores em [1] encontramos (—1) + (7)) + c=7=c = 1.

Assim, a funcao quadratica que da a altura h da bola em funcdo do tempo ¢ para o arremesso
analisado é h(t) = —t> + 7t + 1.

Com essa funcao podemos determinar de que altura a bola foi lancada, quanto tempo ela
ficou no ar e até altura maxima que atingiu. Tente!

Sem vento, podemos considerar a trajetdria da bola ao longo do tempo como uma parabola.
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SISISSESSSIS=Rd A PROPRIEDADE REFLETORA DA PARABOLA

A Pardbola possui uma propriedade que é bastante utilizada na composicao de alguns objetos
do nosso cotidiano. Na realidade, a propriedade acaba sendo utilizada em uma superficie tridi-
mensional obtida com base na parabola. Para a construcao dessa superficie, rotacio-se uma
semiparabola em torno do seu eixo de simetria, formando o chamado paraboldide de revolucdo.
Contudo, para simplificar a linguagem, vamos tratar esse paraboldide por superficie parab6-
lica. Isto pode ser visto no video Paraboldéide de Revolucdo (https://youtu.be/4Ik4T9oubDM).
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A Propriedade Refletora da Parabola

Se uma fonte de luz estiver fixada no foco da parabola que gerou uma superficie para-
bélica, todo raio que insidir sobre essa superficie sera refletido paralelamente ao eixo de
rotacdo (eixo de simetria).

No sentido oposto, se os raios, ou mesmo ondas, emitidos de uma fonte externa, mas que
cheguem na superficie parabdlica pela direcao de retas paralelas ao eixo de rotacao dessa
superficie, estes raios ou ondas, serdo refletidos para o foco.

Aplicacdes

Algumas das aplicacoes que relataremos aqui pode ser vista em video através do programa
Isto & Matematica TO3 EO2.

B O Farol Automotivo

Alguns faréis automotivos utilizam espelhos parabélicos para que os raios luminosos iluminem
especificamente uma determinada regigo (no caso a rodovia), sem desperdicar a emissdo para
regides que nao sao de interesse luminoso do condutor do automovel. Além disso, feixes nao
direcionados de luz, numa estrada escura, ofuscaria a visao do condutor. Portanto, além de um
aproveitamento otimizado dos feixes luminosos, evita-se que eles prejudiquem a direcao.

Figura 4.46: Farol automotivo

Para essa reflexao induzida, a lampada emisora dos raios luminosos € acoplada de tal maneira
que a emissdo de luz ocorra no foco da superficie do espelho parabdlico, fazendo com que os


https://youtu.be/4Jk4T9oubDM
https://youtu.be/X59mM76CL_g

raios saiam todos na mesma direcao, sempre paralelos ao eixo de simetria que contém o foco.

B A Antena Parabédlica

Fl] CAPITULD

Em regides afastadas dos grandes centros, sinais, emitidos por ondas, de radio, televisao, in-
ternet, etc., chegam com baixa intensidade, é necessario que uma antena receptora tenha a
capacidade de reunir uma quantidade significativa dessas ondas, concentrando-as num Unico
ponto, fazendo assim o sinal ficar forte o suficiente para ser processado. Mais uma vez a pro-
priedade é usada, criando uma antena no formato de uma supericie parabdlica refletora, colo-
cando o receptor de sinal garantimos que todos as ondas que incidirem paralelamente ao eixo
de simetria do paraboldide, se concentrem no foco (receptor de sinal).
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Superficie
Parabdlica

Figura 4.47:. Antena Parabdlica

Vale ainda observar que apesar das ondas emitidas nao serem paralelas, o artefato funciona
pois como foi dito a antena é (til quando instalada longe da antena emissora da onda, assim
como os raios solares na superficie da terra, a distancia faz com que boa parte dessas ondas
acabem chegando paralelas o eixo de simetria da antena parabdlica.

B O Forno de Odeillo

“Na foto a seguir vemos o forno solar de Odeillo, cuja poténcia é de IMW e esta instalado no
sul da Franca, na regidao dos Pirineus. O espelho parabélico é constituido por 9 500 pequenos
espelhos planos. A temperatura atingida chega até 3800 °C."


http://osfundamentosdafisica.blogspot.com.br/2010/06/forno-solar.html

FlJ CAPITULD

FUNCAD QUADRATIC

Figura 4.48: O Forno de Odeillo - Acesso em 21/02/2018

O forno na figura 4.48 consegue derreter aco numa fracao de minuto, ele utiliza os mesmo
conceito da antena parabdlica, pois como estamos bastante afastados do sol, os raios solares
chegam praticamente paralelos a superficie terrestre, com isso eles refletem no espelho e se
concentram no interior da “Camara de concreto”.

Além das aplicacbes apresentadas, essa propriedade tdmbem é utilizada em alguns grandes
telescdpios, aparelhos radioterdpicos e/ou ultrasénicos de uso da medicina, todos utilizando
espelhos parabdlicos.

Entendendo o porqué da propriedade

Para entender a propriedade, partimos de conceitos ja conhecidos da fisica, como o principio
que “todo raio que incide sobre uma superficie refletora, o dngulo de incidéncia é igual ao an-
gulo de reflexcio”. Observe a figura que exemplifica o principio: onde « representa o angulo de
incidéncia e 5 o angulo de reflexao.


https://pixabay.com/pt/forno-solar-odello-odeillo-fran%C3%A7a-921116/

Raio incidindo

Raio refletindo

Figura 4.49: Curva f, reta tangente ¢ e raios

Imagine uma superficie parabdlica refletora, esta superficie pode ser substituida pela curva
pardbola (representada na figura acima pela curva f) que é a intersecdo dessa superficie com
o plano que contém os raios (incidente e refletido) e o eixo da parabola (eixo de rotacdo da
superficie parabélica). E também fato que, o angulo entre uma reta r e uma curva \, é por
definicao, o angulo que r faz com a reta tangente a curva A, tangente esta que é tracada a
partir do ponto em que r intersecta a curva A.

De posse dessas afirmativas, podemos dizer que a pardbola divide o plano em duas regides: a
regiao interior a concavidade, que chamaremas de regidio focal, por conter o foco, e a regiao
exterior a concavidade, chamaremos de regidio ndo-focal. Com isso, admita dois pontos P; e
P, contidos na reta r que contém P e é paralela a diretriz d. Observe na figura a seguir onde,

Py P P

Figura 4.50: d(P,, F) < d(P,,d) e d(Py, F) > d(P,,d)
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0 ponto P, esta na regiao focal e o ponto P, na regido nao-focal. Com isso, é facil perceber
que a distancia de P; ao foco é menor que a distancia de P, a reta diretriz d, ja o ponto Py, tem
distancia até o foco maior que a sua distancia a reta diretriz d.

Com isso podemaos concluir a:

Propriedade 2.1 Um ponto P, estd na regido focal de uma parabola, se e somente se, a sua
distancia ao foco for menor que a sua distancia a reta diretriz.

Propriedade 2.3 Um ponto P, estd na regidio ndo-focal de uma parabola, se e somente se, a sua
distancia ao foco for maior que a sua distancia a reta diretriz.

Dado um ponto P da parabola de foco F e diretriz d, tracemos o tridngulo PFP’ (onde P’ é a
projecdo ortogonal de P na reta d) e a reta t como sendo a reta bissetriz do angulo FPP' = «,
vamos mostrar que t é tangente a parabola.

PI

Figura 4.51: Reta t bissetriz de FPP’

Sendo D o ponto de interseccao da reta t com o lado F'P’, temos que a ceviana PD ndo apenas
é bissetriz interna do tridngulo, mas também mediana e altura, ja que o tridngulo F PP’ é is6s-
celes devido a definicdo de parébola (PF = PP’), logo podemos concluir que ¢ é mediatriz do
segmento F P’

Marquemos sobre t um ponto @ distinto de P onde sua projecao ortogonal sobre d seja @', como
mostra a figura a seguir:



/
\\P

Figura 4.52: (Q € t)

Como @ esta sobre a metriatriz ¢, temos que:
FQ=rQ>QQ
(pois QQ' é cateto e P'Q é hipotenusa do triangulo QQ’'P").

Logo, pela propriedade 2.2 pode-se afirmar que o ponto ) esta na regiéio ndo-focal da para-
bola, assim como qualquer outro ponto da reta ¢, exceto P que é ponto da parabola. Com isso
comcluimos que que a reta t é tangente a parabola no ponto P.

Agora observe a figura a seguir fecharmos a conclusao a respeito da Propriedade Refletora da
Parabola:

Eixo de
simetria

F

P/

|
|
|
|
|
|
|
:
|
O
|
|
|

Figura 4.53: Propriedade Refletora da Parabola
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Na figura anterior, é fato que os angulos representados por « sdo todos iguais, devido aos fatos
que:

a) t é bissetriz do angulo FPP’

b) os angulos entre as retas PP’ e t sdo opostos pelo vértice.

Portanto, todas as ondas emitidas de F, ao tocarem a superficie parabdlica refletora partem
paralelas ao eixo de simetria e analogamente, todas as ondas que chegam paralelas ao eixo de
simetria, ao tocarem na superficie parabdlica refletora, partem em direcao ao foco.

Sera que é parabola?

A Catenaria

Um famoso problema da histéria do calculo é a descoberta da relacao que fornece as coorde-
nadas de um fio suspenso no ar por dois pontos de apoio como, por exemplo, os fios de alta
tensdo de postes publicos de energia.

et
¥
I
=
<

XX

Figura 4.54: Foto de Heb CC BY-SA.

O conhecimento dessa relacao permite, por exemplo, calcular o seu comprimento para fins de
planejamento e economia na execucao de um projeto.

O conhecimento adquirido sobre as parabolas e a relacao que ela tem com a queda dos corpos,
nos conduz a certeza de que a forma desses fios suspensos por dois pontos de apoio é também
uma parabola. Foi em 1690 que esse problema foi oficialmente lancado para a comunidade ci-
entifica da época por Jakob Bernoulli (x1654, 11705), através do Acta eruditorum, jornal fundado
por Leibniz (x1646, 11716). Porém, antes disso, famosos como Leonardo da Vinci (x1452, 11519)


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aalborg_power_lines.jpg

e Galileu Galilei (1564, 11642) tentaram resolver esse problema, obtendo a conclusao de que
tratava-se de uma parabola.

Apbs a divulgacao do problema, trés estudiosos se destacaram nesta que é considerada uma
das solucdes mais dificeis da histoéria do calculo: O irmao mais novo de Jakob, Johann Bernoulli
(x1667,11748), Leibniz e Huygens (star 1629, dagger 1695). Considerando aspectos da mecanica
eles concluiram que a curva em questdo nao era uma parabola! Foi Leibniz quem deu-lhe o
nome de catenaria, que do latim, vem de catena que significa cadeia.

Hoje, com os recuros computacionais gerados a partir desses e de outros fatos histéricos, po-
demos verificar experimentalmente que, de fato, o problema do fio suspenso por dois pontos
de apoio ndo se resolve com uma parabola. A figura Pardbola ou Catendria? exibe um cordao
comum suspenso por dois pontos, qual a curva que se sobrepde perfeitamente no corddo? Esta
animacao pode ser manipulada em https://ggbm.at/wGMsrZb3

O telhado com forma de catendria é importante tanto esteticamente como funcionalmente, dd
estabilidade, flexibilidade e firmeza a estrutura, sua forma tem qualidade acustica dispersando
os ruidos rapidamente, algo de grande valor para um aeroporto, também sua forma evita al-
guns afeitos dos ventos. (Saarinem apud Torres, 2004)

o |
ot 48N

Figura 4.56: Arco Catenario da casa de Mila. A catendria invertida é uma estrutura que se auto
sustenta. Disponivel em Torres (2014)
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Figura 4.57: Ponte Bisantis, Italia. Conhecida pelo nome do engenhero que a projetou: Viaduto
Morandis. Disponivel em Morandis .

Acesse Ponte Morandis (https://www.geogebra.org/m/qezn7h4M) para ver como a catenaria
descreve o arco desta ponte, mas a parabola nao.

. 5 ea:c efax / ) i
Segundo Talavera (2018), a catenéaria tem equacdo y = —12_7 sendo e um ndmero irraci-

a
onal tal que exp = 2,71, e ¢ € uma constante nao nula; Além disso, ela pode ser representada
na forma do cosseno hiperbélico, y = a - cosh( £) + b — a. A estimativa de erro da catenaria em
relacao a parabola, ao termarmos fazé-las coincidir é da ordem de %6.

22 4

A funcao real definida por f(z) = = , ou melhor, f(z) = =

B Analise Algébrica

Queremos determinar se os pontos da curva h definida por h(z) = x*, de dominio real, é uma
pardbola.

Uma forma de construir tal determinacao, é avaliando a coincidéncia de pontos entre essa
curva e a parabola. Em outras palavras, queremos verificar as intersecoes entre essas cur-
vas, uma descrita pela funcdo f(z) = 22 e a outra descrita por h(z) = 2*. Caso esse processo
revele infinitos pontos em comum dessas curvas, teremos que tentar outro método, visto que
s6 poderamos concluir que o grafico de h é uma pardbola se todos os pontos coincidirem. Por
outro lado, se a quantidade de pontos em comum for finita, teremos a garantia de que h nao
descreve uma pardbola. Explicada a metodologia, vamos para a pratica:

334:1'2

zt—22 =0

22 (22 —1)=0
2?=0ouz®—1=0
r=00ouz?=1
rz=0o0uzx==1

Ou seja, as funcdes de dominios reais e dadas por f(z) = 2% e h(z) = 2* s6 possuem trés
pontos em comum: (0,0), (—1,1) e (1,1).

Resta ainda a duvida, para o caso em que altera-se a funcao f pelo fator a > 0, conforme
trabalhado em O grafico e a forma canodnica, parte 1. Sera que algum valor de a > 0 faria com
que o grafico de h coincidisse com o de f, revelando que o grafico de h é uma parabola?... Vamos


https://3.bp.blogspot.com/-EPxjzeb0KMs/UPUgsG5jn5I/AAAAAAAAtmY/VBjNknF0oEk/s400/Ponte-Bisantis-Catanzaro.jpg
https://www.geogebra.org/m/qezn7h4M

buscar os pontos em comum para essas funcdes:
2t = az?
zt—ar? =0
22 (22 —a) =0
z2=0o0uz’—a=0
z=0o0uz?=a

r=00uz==++va,jdquea >0

E ainda assim, a quantidade de intersecdes esta restrita a trés pontos: (0,0), (—/a,a?) e
(Va,a?).

Comisso nossa conclusao é clara: Nao ha como obter uma funcao quadratica do tipo g(z) = ax
que represente o grafico de h(x) = 2*, ou seja, h(x) = z* ndo é uma pardbola!

2

B Analise Grafica

Seja f : R — R uma funcé&o definida por f(z) = 2*.

Ao preenchermos a tabela a seguir com as imagens dessa funcao podemos notar algumas ca-
racteristicas de funcdes quadraticas:

x )

—2
—3/2 | 81/16
—1 1
—1/2 [ 1/16
0 0
1/2 | 1/16
1 1
3/2 | 81/16
2 16

Note que existe uma simetria em relacao ao eixo das ordenadas, ou seja, temos que f(—z) =
f(x). Alémdisso, f(z) > 0. Pode-se verificar essas propriedades no grafico da funcao respre-
sentado na figura a seguir:

22 f
20
18
16
14
12

N P~ O

6 -4 -2 2 4 6

Figura 4.58: (f(z) = 2%)
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Porém, ao atender algumas propriedades especificas do grafico de "y = 22", ndo a caracteriza
como sendo uma parabola. Para respondermos a essa pergunta, usaremos a seguinte estraté-

gia:
Vamos supor que o grafico de f : R — R definida por f(z) = 2* seja uma parébola, ou seja,
existe um ponto F = (0,p) eumaretad : y = —ptal que: PF = Pd, onde P = (z,2%) € f, logo:
Vit =)+ (@ - 02 =a" — (-p)
(¢ = p)? +2° = (a" +p)?
28 — 2pat + p? + 2% = 28 + 2pat + p?

2 :4px4
1 = 4pa?
1
P= a2
. - 1 . .
logo d é definida por d : y = —— 0 que ndo é uma reta e sim uma curva.

4x
Como consequéncia, por nao existir a reta diretriz ndo temos uma parabola.

Portanto o grafico de f ndo é uma parabola.

Para comprovarmos que f ndo é uma funcao quadratica, podemos utilizar o fato que
f(x) = z* ndo atende uma das propriedade das funcées quadraticas. Por exmplo: Note
que se escolhermos um subconjunto do dominio de f onde seus elementos estejam em
Progressao Aritmética (P.A.), as diferencas entre as imagens desses elementos ndo forma
uma P.A,, portanto f ndo é uma funcao quadratica.

z f(z)==z*  Diferencas
—4 256 81 — 256 = —175
-3 81 16 — 81 = —65
—2 16 1-16=-15
—1 1 0—-1=-1

0 1-0=1

1 1 16 —-1=15

2 16 81 — 16 = 65

3 81 256 — 81 =175
4 256

E se for g(z) = V2% + 1, é parabola?
B Andlise Algébrica

Da mesma forma que em f(z) = x*, a busca por pontos em comum tem um conjunto solucdo
bem limitado. Analisando o ponto minimo, conclui-se que o minimo de vz2 + 1 é obtido pela
raiz quadrada do minimo de 22 4 1. Assim, supondo que g(z) = V2 + 1 seja uma paréabola,
seu vértice serd V(0,1). A funcdo quadratica que tem esse ponto como vértice e 1 como valor
minimo, é f(z) = az? + 1, com a > 0. Vamos investigar os pontos em comum dessas curvas
alémde (0, 1):

Vaz+l=az’+1< (Va2 +1)? = (az? +1)?



Como 2% +1 > 0, para todo z € R, temos:

2 +1=a’2"+2a2? +1
a’zt + (2a — 1)z =0
22(a®2? +2a —1) =0
?=0oud’2? +2a—1=0
1—2a
z=0ouz?= —
a
r = 0ja era uma solucdo conhecida, mas 22 = % traz novidades. Perceba, que para que essa
expressao exista, 1 — 2a precisa ser maior ou igual a zero, ou seja, 2a < 1 & a < % Neste caso,

. . - Vv1—2a vV1—2a )
obtemos mais dois valores parax,quesaoz = —ex=———,pois0 < a < %
a a

Mais uma vez, a busca por pontos em comum gera, no maximo, trés pontos em comum, para

1-2 1-2
pe (Y2 VI

para x cai para apenas um. Sendo assim, g(z) = V&2 + 1 ndo é parabola.

1 1 . Lo
a}, quando 0 < a < oR Paraa > 3 0 numero de valores possiveis

B Analise Grafica

Seja g : R — R uma funcéo definida por g(z) = V22 + 1.

Observe seu grafico:

N wWw P~ wu;

6 5 -4 -3 -2 10 1T 2 3 4 5 6
flx)=vVa?+1

Figura 4.59: € uma parabola?

Podemos afirmar que o grafico da funcao g é uma parabola?

Aresposta é ndo, deixaremos como exercicio para o leitor repetir o processo utilizado na parte
1, porém é facil mostrar que g nao é funcao quadratica, basta mostrarmos que g ndo atende a
propriedade das funcdes quadraticas euniciada ao final da parte 1. Observe:
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x ‘ flx)=vx?+1 ‘ Diferencas

—4 V17 V10 — V17 =~ —0,961
-3 V10 V5 — V10 ~ —0,926
-2 NG V2 — /5~ —0,822
-1 V2 1—v2~—0,414

0 1 V2—-1~0,414

1 V2 V5 =2 ~0,822

2 NG V10 — 5 ~ 0,926
3 V10 V17 — /10 ~ 0,961
4 V17

Note que as diferencas nao estdo em progressao aritmética, o que a descaracteriza como fun-
cdo quadratica.

: EXERCICIOS .

(UFRJ) Um fabricante esta lancando a série de mesas “Super 4". Os tampos das mesas
dessa série sao retangulares e tém 4 metros de perimetro. A férmica usada para revestir
o tampo custa R$ 10,00 por metro quadrado. Cada metro de ripa usada para revestir as
cabeceiras custa R$ 25,00 e as ripas para as outras duas laterais custam R$ 30,00 por
metro.

R$10,00/m?

<

/ R$ 25,00/m

R$30,00/m

a) Determine o gasto do fabricante para revestir uma mesa dessa série com cabeceira
de medida x.

b) Determine as dimensdes da mesa da série "Super 4" para a qual o gasto com o re-
vestimento é o maior possivel.

(UFF) Consideremm, n e pnimeros reais e as funcoes reais f e g de varidvel real, definidas
por f(z) = maz? +nx+peg(x) = mz+p. Aalternativa que melhor representa os gréaficos
de fegé:



a) o) e)

N
~

b) d)

A

(PUC-RJ) Considere a funcao f : [-8,3] — R, definida por f(z) = #? + 122 + 35 . Entdo a
imagem de f é um intervalo de comprimento:

a) 75

b) 78

c) 81

d) 83

e) 90

(UERJ) Um barco percorre seu trajeto de descida de um rio, a favor da correnteza, com a
velocidade de 2 m/s em relacao a agua. Na subida, contra a correnteza, retornando ao
ponto de partida, sua velocidade é de 8 m/s, também em relacao a agua.

Considere que:

B o barco navegue sempre em linha reta e na direcao da correnteza;

B avelocidade da correnteza seja sempre constante;

B asoma dos tempos de descida e de subida do barco seja igual a 10 min.
Assim, a maior distancia, em metros, que o barco pode percorrer, neste intervalo de tempo,
éigual a:

a) 1.250

b) 1.500

c) 1.750

d) 2.000
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(UFF) Um muro, com 6 metros de comprimento, serd aproveitado como parte de um dos
lados do cercado retangular que certo criador precisa construir. Para completar o con-
torno desse cercado o criador usara 34 metros de cerca.

Determine as dimensdes do cercado retangular de maior area possivel que o criador po-
dera construir.

(ENEM-2014) Um professor, depois de corrigir as provas de sua turma, percebeu que va-
rias questdes estavam muito dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma funcao poli-
nomial f, de grau menor que 3, para alterar as notas z da prova para notas y = f(«x), da
seguinte maneira:

B A notazero permanece zero.

B Anota 10 permanece 10.

B Anota b passa a ser 6.

A expressao da funcao y = f(z) a ser utilizada pelo professor é

a) Y=gt e
1

b) y:—ﬁx2+2x

o Y=5q% Tt

4
d) y:5x2+2x
e) y=

Um médico acompanha o estado febril de pacientes acometidos de uma determinada in-
feccao. Ele conseguiu identificar dentre os casos analisados que, em geral, uma pessoa
tem sua temperatura corporal 7', em funcao dos dias de infeccao D, dada por T(D) =
—g - D? 4+ % - D +36,com0 < D < 6. Considere que a temperatura saudavel de uma
pessoa seja de 36 °C'. Com base nessas informacoes, responda as questdes que seguem:

Figura 4.60: Foto do National Cancer Institute

a) Quanto tempo dura o estado febril de um paciente infectado e nas condicdes anali-
sadas?

b) Qualatemperatura méxima que uma pessoa com esta infeccao atinge em sua febre?


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Doctor_consults_with_patient_(5).jpg

Na figura retangular, fazendo-se o valor de x variar de 0 a 4, a area da regiao sombreada
também varia. O valor méximo que essa area podera ter é:

2z
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a) 30
b) 24
c) 20
d) 18
e) 16

n A representacdo grafica a seguir, representa um objeto arremessado de um prédio e que
segue uma trajetdria parabdlica.

Figura 4.61: The Headquaters of the Institute of Applied Computer Science - Polénia, CC BY-SA.

Sabendo que as medidas estdo em metros, determine a altura maxima atingida por esse
objeto, uma vez que essa altura foi alcancada a 2 metros do prédio.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:The_Headquaters_of_the_Institute_of_Applied_Computer_Science.jpg
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Uma fabrica tem o custo de sua producao descrito no grafico a seguir.

v

x representa a quantidade de unidades produzidas e y o custo total, em reais, para pro-
duzir essas quantidades. Considere que o preco de venda das x unidades produzidas seja
220z; Lembre-se que o lucro é a diferenca entre o que se arrecada e o gasto que se tem.
Nessas condicdes, qual deve ser a quantidade = produzida para se obter o lucro maximo?

(UERJ-2005) Numa operacédo de salvamento maritimo, foi lancado um foguete sinalizador
que permaneceu aceso durante toda sua trajetéria. Considere que a altura h, em metros,
alcancada por este foguete, em relacdo ao nivel do mar, é descrita por h = 10 + 5t — t2,
em que t é o tempo, em segundos, apds seu lancamento. A luz emitida pelo foguete é Gtil
apenas a partir de 14 m acima do nivel do mar. O intervalo de tempo, em segundos, no
qual o foguete emite luz Gtil é igual a:

a) 3
b) 4
c) 5
d 6

(UFRJ) Considere a funcéo y = f(x) definida por:

— f(a) = 4r, se 0<xr <2
y=J\= —22 462, se 2<x<6

a) Esboce o gréfico dey = f(z) no intervalo de [0, 6];

b) Para que valores de z temos f(z) =57



(AFA) O retangulo, com base no eixo das abcissas, esta inscrito numa parabola, conforme
figura abaixo. O valor de x que faz esse retangulo ter perimetro maximo é
J\y
8
-2 2 x
[ -z x o\ ’

a) 1
b) 0,5
c) 0,25
d) 1,25

(ENEM-2010) Nos processos industriais, como na indistria de ceramica, é necessario
o uso de fornos capazes de produzir elevadas temperaturas e, em muitas situacdes, o
tempo de elevacao dessa temperatura deve ser controlado, para garantir a qualidade do
produto final e a economia do processo. Em uma indUstria de ceramica, o forno é progra-
mado para elevar a temperatura ao longo do tempo de acordo com a funcao:

Zt +20, para 0<t <100
) = 2 t2 162 320 t > 100
ﬁ — g + , para =

emque T éovalor datemperatura atingida pelo forno, em graus Celsius, et & o tempo, em
minutos, decorrido desde o instante em que o forno é ligado. Uma peca deve ser colocada
nesse forno quando a temperatura for 48 °C e retirada quando a temperatura for 200 °C'.

O tempo de permanéncia dessa peca no forno é, em minutos, igual a:

a) 100
b) 108
c) 128
d) 130
e) 150
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(UERJ - 2010) Um terreno retangular tem 800 m de perimetro e sera dividido pelos seg-
mentos PA e CQ em trés partes, como mostra a figura.

D P C

Admita que os segmentos de reta PA e CQ estdo contidos nas bissetrizes de dois angulos
retos do terreno e que a area do paralelogramo PAQC tem medida S. Determine o maior
valor, em m? , que S pode assumir.

(UERJ - 2012) Distancia de frenagem é aquela percorrida por um carro do instante em
que seu freio é acionado até o momento em que ele para. Essa distancia é diretamente
proporcional ao quadrado da velocidade que o carro estd desenvolvendo no instante em
que o freio é acionado.

d(m)/

32

0 50 " w(km/h)

0 grafico abaixo indica a distancia de frenagem d, em metros, percorrida por um carro, em
funcao de sua velocidade v, em quildmetros por hora.

Admita que o freio desse carro seja acionado quando ele alcancar a velocidade de 100
km/h.

Calcule sua distancia de frenagem, em metros.



(ENEM - 2013) A parte interior de uma taca foi gerada pela rotacdo de uma parabola em

torno de um eixo z, conforme mostra a figura.

y (cm)

~z Eixo de rotacao
|
!
|

C

x (cm)

A funcao real que expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei
f(x) = ;xQ — 6z + C, onde C é a medida da altura do liquido contido na taca, em cen-
timetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola, localizado
sobre o eixo x. Nessas condicdes, a altura do liquido contido na taca, em centimetros, é

a) 1

b) 2

4

d) 5

e) 6

(FGV - 2014) A figura a seguir mostra uma parte do grafico da funcao quadratica que si-
mula a trajetéria de uma bala de canhdo. Com os eixos e escala adequados, o canhao
estava no solo, no ponto (0, 0) e a bala passou, em seguida, pelos pontos (1, 1) e (4, 3).

y,\
3 _________________

2

‘] L~

o

N

NJ

w

N
3]V

A bala atingira o solo no ponto

a) (11,0)
b) (14,0)
c) (13,0)
d) (12,0)
e) (15,0)
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(FUVEST) A trajetéria de um projétil, lancado da beira de um penhasco sobre um terreno
plano e horizontal, é parte de uma pardbola com eixo de simetria vertical, como ilustrado
na figura. O ponto P sobre o terreno, pé da perpendicular tracada a partir do ponto ocu-
pado pelo projétil, percorre 30m desde o instante do lancamento até o instante em que o
projétil atinge o solo. A altura maxima do projétil, de 200m acima do terreno, é atingida
no instante em que a distancia percorrida por P, a partir do instante do lancamento, é de
10m. Quantos metros acima do terreno estava o projétil quando foi lancado?

Figura 4.62: Foto de W. Carter CC-BY.

a) 60
b) 90
c) 120
d) 150
e) 180

(ITA) Os dados experimentais da tabela a seguir correspondem as concentracdes de uma
substancia quimica medida em intervalos de 1 segundo.

Tempo (s) Concentracao (moles)

1 3,00
2 5,00
3 1,00

Assumindo que a linha que passa pelos trés pontos experimentais é uma parabola, tem-
se que a concentracao (em moles) apds 2,5 segundos é:

a) 3,60

b) 3,65

c) 3,70

d) 3,75

e) 3,80


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Vertical_granite_cliff_at_sunset.jpg

Uma ponte serd sustentada por dois cabos principais, cujo formato consideraremos o de
um arco parabdlico. A ponte terd 60 m de comprimento e, a cada 10 m, havera um apoio
vertical, ligando a ponte com o cabo principal, estabilizando a estrutura. A figura abaixo
exibe 0 esquema de um dos lados dessa ponte.

20m

0O 10 20 30 40 50 60

0 valor do metro do apoio vertical é R$ 500,00. Nessas condicées, calcule o gasto com os
apoios verticais para a construcao dessa ponte. (Use a aproximacao 1970 =1).

Uma pizzaria sé vende pizza de tamanho individual. Ela cobra R$ 15,00 por cada pizza e
considera como um padrao a venda de 80 pizzas por dia.

Figura 4.63: Foto do Nicola CC BY.

Um estudo foi contratato e realizado na vizinhaca dessa pizzaria, em lojas, escolas, es-
critérios e pontos de 6nibus. A conclusao revelou que a cada real reduzido no preco da
pizza, aumentaria em 10 a quantidade padrao de venda de pizzas por dia. Nessas condi-
coes, responda:

a) Quanto arrecada em um dia essa pizzaria, cobrando R$ 15,00 por pizza?

b) Quanto arrecada em um dia essa pizzaria, cobrando R$ 10,00 por pizza?

c) Qual é o valor ideal para o preco da pizza deste estabelecimento, de modo a tornar
maxima a arrecadacao?

d) Com o valorideal, qual o ganho didrio esperado?
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Sistemas Lineares e Ine-
quacoes

Equacdes lineares e quadréticas, sistemas de
equacdes lineares e inequacdes polinomiais
de primeiro e segundo grau, explorando mé-
todos algébricos e geométricos de determina-
c3o de suas solucoes.

Equacdes e inequacdes consistem em podero-
sos instrumentos de modelagem matemitica,
utilizados pelo homem ha& muitos anos para
investigar padrdes de comportamento e reso-
lucdo de problemas em diferentes areas do
conhecimento envolvendo medidas de uma
ou varias grandezas. Quando uma colecdo
de equacdes esta associada a resolucdo de
um determinado problema, tal colecdo é cha-
mada de sistema de equacGes. Neste capi-
tulo estudaremos alguns sistemas de equa-
coes, entre eles, podemos destacar o tipo
mais simples, os sistemas lineares, que nos
permitirdo resolver problemas sobre dietas
nutricionais, producao de uma fabrica de bo-
los, lucro de bilheteria de um teatro, redes de
trafego rodoviario, interpolacdo polinomial,
tomografia computadorizada, dentre outros.
Por sua vez, as inequacGes sdo Uteis para
se comparar valores de duas grandezas varia-
veis, obter estimativas, calcular intervalos de
variacdo e de erro associados a medicdo de
uma grandeza e resolver problemas de otimi-
zacdo (calculo de maximos e minimos), que
sao acoes inquestionavelmente relevantes na
construcdo do pensamento matematico dos
estudantes. Tanto para os sistemas lineares
como para as inequacoes, aplicaremos as no-
cOes sobre funcGes afim e quadratica vistas
nos capitulos anteriores.
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Ao longo do Ensino Fundamental, vocé foi apresentado aos conceitos de sistemas de equacdes
lineares e de inequacdes, além de problemas relacionados aos mesmos. No presente capitulo,
vamos resgatar e aprofundar o nosso conhecimento sobre esses dois conceitos, utilizando o
que foi desenvolvido nos capitulos de func@es afins e quadraticas.

Enigma do Castelo

.

Numa antiga série de TV chamada "Castelo Ra-tim-bum", para os personagens entrarem no
castelo, eles precisavam responder a um enigma proposto pelo porteiro. O enigma proposto
era "Diga 2 nimeros reais cuja soma dos quadrados seja igual a 25"

CARITULO

SISTEMAS LINERRES E INEQURCOES

a) Os nimeros —3 e 4 sdo uma possivel resposta para o enigma? E os nimeros 5 e 37

b) Vocé consegue outras respostas para o enigma formadas apenas por pares de nidmeros
inteiros?

c) Ao responder ao enigma, se qualquer um dos dois niimeros escolhidos for maior que 5,
esta resposta estara correta? E se um deles for menor que —57 Justifique.

d) Escolhendo qualquer ndmero entre —5 e 5, é possivel encontrar um segundo ndmero
de forma que, junto com o primeiro, eles formem uma solucao para o enigma? Se sim,
determine algumas dessas solucoes.

e) Estabelecendo uma ordem para os dois nimeros escolhidos, chamemos o primeiro ni-
mero de x e o segundo de y. Qual a equacao nas incégnitas = e y descreve o acerto do
enigma?

f) Marque suas respostasaos nositensa, bed no plano cartesiano, associando ao primeiro
nimero a coordenada = e ao segundo ndmero, a coordenada y. Se vocé preferir, pode
usar o GeoGebra para isso!

g) Discuta com os seus colegas se ha algum padrao na disposicéo dos pontos marcados
pelas possiveis respostas do enigma.
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Batalha Naval
%

Lais e André estdo jogando uma batalha naval diferente: nesse jogo, cada jogador tem uma
cartela, em formato de plano cartesiano, de maneira que os valores das incégnitas x e y per-
tencam ao intervalo [—5, 5]. Cada jogador marca 10 pontos em sua cartela, sempre com coor-
denadas inteiras. Os "tiros" sao dados a partir de equacoes nas incégnitas = e y que devem
"acertar” os pontos que tenham sido marcados na cartela do adversario. A equacdo "acerta"
um ponto quando ele é solucao da equacao. Por exemplo: a equacado z+4y = 5acerta o ponto
(4,1), poisx = 4 ey = 1 é solucao da equacao. Se a "equacdo-tiro" acertar mais de um ponto,
entdo o jogador que acertou tera a pontuacdo igual ao quadrado do nimero de pontos que
acertou.

Lais e André irao disputar uma partida do jogo e cada um ja marcou os seus pontos nas carte-
las. Veja como eles ficaram dispostos:

Lais Andre
® &' -
L 2] - L]
B | ‘:'u
I ‘
| .
s '

a) Lais é a primeira a jogar. Cite dois exemplos de equacdes-tiro que Lais pode dar para
acertar pelo menos dois pontos marcados por André.

b) André, em sua jogada, usou z? + y?> = 9 como equacdo-tiro. Qual a sua pontuacdo com
essa jogada?

c) Dé exemplo de trés equacdes-tiro que permitam a Lais acertar o ponto A da cartela de
André.

d) Suponha que Lais e André irdo comecar uma nova partida e que Lais inicie o jogo com a
equacao-tiro x + 2y = 4. Dependendo dos pontos marcados por André em sua cartela,
qual é a pontuacdo maxima que ela pode adquirir com essa jogada? Nesse caso, marque
no plano cartesiano os pontos que ela tera acertado.

e) Com as regras que foram estabelecidas, existe alguma equacdo-tiro que André dé que
acerte todos os pontos da cartela de Lais em uma Unica rodada?
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Nos capitulos anteriores deste livro de Funcdes, vocé aprendeu que em muitos casos, utiliza-
mos expressodes algébricas envolvendo uma variavel para caracterizar funcées definidas em
conjuntos numeéricos. Se considerarmos, por exemplo, afuncdo f : R — R, f(z) =2z +1, a ex-
pressaoy = 2x+1 nos permite compreender como os elementos do dominio se relacionam com
os do contradominio, por exemplo, o nimero 3 é associado ao nimero 7, pois f(3) =2-3+1 = 7.
O grafico desta funcéo (uma reta) é a forma como representamos essa relacdo geometrica-
mente. Ele é construido marcando os pontos (z,y) do plano cartesiano tais que y = f(x), isto
6,y = 2x + 1. Assim, a colecao de pontos do grafico consiste exatamente de todos os pares de
valores dados as variaveis x e y para os quais é verdadeira a igualdade y = 2x + 1, ou seja, sdo
todas as solucbes dessa equacao.

Lembramos que uma equacao € uma igualdade matematica envolvendo termos desconhecidos
(em geral nimeros reais) a serem determinados, por isso chamadas de incégnitas. Uma solu-
cdo de uma equacao que envolve apenas duas incégnitas x e y € um par ordenado de nimeros
reais (a,b) tal que, uma vez convencionado que o primeiro termo do par ordenado refere-se
a incégnita x e 0 segundo a incégnita y, substituindo x = a e y = b nas expressodes da equa-
cdo, ainda obtemos uma afirmacao verdadeira. Como exemplo, o par (2,3) é uma solucdo da
equacao y = 2z — 1. O conjunto de todas as solucdes de uma equacao em duas incognitas é
denominado conjunto solucdo ou solucéo geral desta equacao.

De maneira geral, quando temos uma equacao em duas incognitas x e y, mesmo que seu con-
junto soluc@o nao represente o grafico de uma funcao, podemos representar graficamente a
sua solucdo geral no plano cartesiano, analisando-as de uma maneira mais visual, através de
um desenho neste plano, o que pode nos ajudar a entender melhor certos padrées dessas so-
lucdes. Por exemplo, pode-se mostrar que a solucéo geral da equacéo z? + y? = 25 forma o
desenho de uma circunferéncia de raio 5 no plano, com centro na origem. Vocé deve ter per-
cebido isso na atividade Enigma do Castelo. Observando esta figura, pode-se concluir que se
o par (z,y) é solucdo desta equacdo, entdo os valores de x e de y devem estar, cada um, no
intervalo [—5, 5].
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Esta perspectiva de estudo das solucdes de equacdes de duas variaveis por meio do plano car-
tesiano foi desenvolvida pelo matematico René Descartes (1596-1650). Em seu livro Discours
de la méthode, que teve sua primeira edicao publicada em 1637, ele prop6s uma nova perspec-
tiva de estudo da Geometria e da Algebra. Desde a antiguidade até o século XVII, os objetos
da Geometria eram caracterizados apenas por descricoes dos lugares geométricos das figuras
planas e por construcdes geomeétricas. Por exemplo, uma circunferéncia era definida somente
como o lugar geométrico dos pontos que tém mesma distancia a um certo ponto O fixado, de-
nominado centro da circunferéncia.

A partir da abordagem sugerida por Descartes, tornou-se possivel conceber alguns objetos
geomeétricos como curvas no plano cartesiano que passam a ser descritas por equacdes cujas
solucdes sao os todos os pontos que pertencem a essa curva. Por exemplo, um circulo de raio
r e centro na origem O = (0, 0) é caracterizado pelo conjunto de pontos (z, y) que s&o solucdes
da equacdo 22 + y? = r2. Repare que, ao fazermos r = 5, obtemos exatamente a equacéo e a
circunferéncia estudadas na atividade Enigma do Castelo.

Desse modo, Descartes estabeleceu uma interligacdo entre a Geometria e a Algebra hoje co-
nhecida como Geometria Analitica, com o intuito de utilizar as vantagens de uma area para
complementar a outra. Como a Geometria é muito visual e intuitiva, podemos por vezes ser
enganados pelos olhos e chegar a conclus@es incorretas; por outro lado, com seus simbolos e



equacbes, a Algebra é uma ferramenta poderosa para modelar e resolver problemas, mas em
algumas vezes, seu excesso de simbolos pode confundir e nos levar a erros. Desta unido, surge
a Geometria Analitica, &rea da Matematica que visa representar e estudar objetos da Geometria
através do estudo de solucoes de equacdes e vice-versa. Nas figuras abaixo ilustramos alguns
exemplos de equacoes em duas variaveis e da representacao grafica das suas solucées gerais,
todas plotadas com o auxilio do software GeoGebra:

\ o~
\‘ { \"‘.I
N
h |
Equagdo 1 Equagdo 2 Equagédo 3
2+ =6y Ix+4y=7 Syt i -2y

PARA REFLETIR ~N

Junto com os seus colegas, reveja os exemplos de equacdes em duas variaveis estudadas
até aqui e da representacao grafica das suas solucées gerais. Esta certo afirmar que todos
eles representam graficos de funcbes? Por qué? Existe algum critério para determinar se a
representacao grafica da solucdo geral de uma equacdo é o grafico de uma funcao?

J
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SSEhw=Nusl EQUACOES: SIGNIFICADO GEOMETRICO
Estadio de Futebol

.

0 Estadio Governador Magalhdes Pinto, mais conhecido como Mineirdo, é um estadio de fute-
bol localizado em Belo Horizonte, capital de Minas Gerais. Na figura 5.1, pode-se ver uma foto
da vista aérea do estadio através do Google Earth. O contorno externo do estadio, realcado
na figura por uma linha azul, é aproximado por uma elipse. Suponha que tenham sido introdu-
zidas coordenadas cartesianas e unidades de medida de comprimento nesta foto. A origem O
foi escolhida para ser o centro do campo de futebol e os pontos (x, y) do contorno externo do
estadio sdo exatamente aqueles que sdo solucdes da equacdo 922 = 144 — 16y2.

Figura 5.1: Estadio do Mineirdao com os eixos marcados

a) Qualadistancia entre os pontos do contorno externo do Mineirdo que estdo sobre o eixo
?
X!

b) Qual a distancia do centro do campo de futebol a qualquer um dos dois pontos do con-
torno externo do estadio que estdo sobre o eixo y?

c) Existe algum ponto (a, b) do contorno externo do Mineirdo que ndo esteja sobre os eixos
coordenados de modo que a e b sejam numeros inteiros? Justifique.




Fabrica de Bolos

-

A fabrica de bolos “Tia Tata" produz e vende bolos de diversos tipos, mas os mais solicitados
sdo o de fuba e o de chocolate, que custam 15 reais e 18 reais cada um, respectivamente. Em
um determinado dia, a venda dos bolos de fubd e de chocolate gerou 684 reais em caixa.

a) Quantos bolos de cada tipo podem ter sido vendidos nesse dia?

b) Use a construcdo no GeoGebra disponivel em https://www.geogebra.org/classic/j
uvucjuh, para movimentar o controle deslizante k e checar a sua resposta dada no item
a). Diga como vocé pode usar essa ferramenta para encontrar outras respostas para o
item a).
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c) Seria possivel que a venda de bolos de chocolate nesse dia fosse de 50 bolos? Justifique.



https://www.geogebra.org/classic/juvucjuh
https://www.geogebra.org/classic/juvucjuh
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Faturamento de um Teatro

Um teatro conta com 500 assentos. Uma peca que esta fazendo muito sucesso entrou em
cartaz nesse teatro e, em uma determinada noite de apresentacao, todos os ingressos foram
vendidos, obtendo um faturamento de R$ 20.500,00 com a bilheteria. A entrada cheia nesse
teatro custa R$ 50,00, sendo que pessoas com mais de 65 anos pagam meia entrada e os ani-
versariantes tém gratuidade.

.
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a) Escreva duas equacdes que modelem as informacdes do enunciado. Quantas varidveis
vocé necessita dispor para isso?

b) Encontre trés possibilidades para o nimero de ingressos vendidos de entrada cheia,
meia entrada e de gratuidade que poderiam ter ocorrido, com as condicées informadas
no enunciado.

c) Suponha que na noite do espetaculo, o niimero de pessoas com mais de 65 anos foi qua-
tro vezes o ndmero de aniversariantes. Quantos aniversariantes estiveram na plateia
nesse dia?

Retornando ao Estadio do Mineirao

Manoel Rezende de Mattos Cabral, mais conhecido como Nelinho, foi um jogador de futebol
brasileiro que atuava como lateral direito e participou como titular da selecao brasileira nas
copas de 1974 e 1978. Em 1979, ao ser desafiado por uma emissora de televisao, Nelinho con-
seguiu chutar uma bola para fora do estadio do Mineirdo, estando dentro do campo (veja a
facanha de Nelinho em https://www.youtube.com/watch?v=psJJEdZHpcU).

.

Na Atividade Estadio de Futebol da secdo anterior, consideramos que o Estadio do Mineirao
pode ter o seu contorno externo representado por uma elipse de equacdo 922 = 144 —16y2, em
um sistema de coordenadas cartesianas, conforme indicado na figura a seguir, com o centro
do campo coincidindo com a origem (0, 0) e de forma que as unidades de medida reais estejam
em escala com este sistema.


https://www.youtube.com/watch?v=psJJEdZHpcU
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L | eql: 9 + 16y’ = 144

”

eq2: 4yt =4
eqd: 4xF+9y° =36

a) Assumindo uma vista aérea conforme representada nas figuras anteriores, suponha que
Nelinho tenha chutado a bola a partir do centro do campo em direcdo ao corner do time
adversario (2° quadrante) em trajetéria retilinea (huma vista aérea) que segue a equacao
y = —x. Em que pontos do plano cartesiano a projecao da trajetéria dessa bola cruzara
as trés elipses?

b) Novamente, Nelinho esta no centro do campo de jogo e deu um outro chute, agora na
direcdo do ponto (1, 1), de forma que, numa vista aérea, a bola segue uma trajetéria reti-
linea e sai do estadio. Em que pontos (no primeiro quadrante) a vista aérea desse chute
intersecta as trés elipses?

m[=leis\V4=\\[s[s} SISTEMAS DE EQUAGCOES

Nas atividades anteriores, vocé percebeu que as equacdes e suas respectivas solucdes podem
representar matematicamente situac6es de um determinado contexto. Determinados casos
podem exigir o uso equacfes simultaneas, como ilustrado nas atividades Faturamento de um
Teatro e Retornando ao estddio do Mineirdo. Um conjunto finito de equacdes consideradas
simultaneamente em um problema é chamado um sistema de equacées ou simplesmente um
sistema. Assim, no contexto do item b) da atividade ), as equacdes 922 = 144 — 16y% ey = —x
compdem um sistema de duas equacodes. E usual organizar um sistema de equacoes listando-
as uma abaixo da outra a direita de um simbolo de chave que engloba todas as equacfes, como
ilustrado abaixo:

92% = 144 — 16y
y=-

As incégnitas que aparecem em, pelo menos uma das equacdes sdao chamadas de incégnitas
do sistema de equacées. As incégnitas do sistema do exemplo acima sao x e y.

Uma solucdio de um sistema de m equacdes e n incégnitas é um conjunto ordenado de valores
para as n incognitas que satisfazem as m equacoes simultaneamente. Mais precisamente, se
um sistema de equacdes tem n incégnitas, digamos x4, x,, ..., x, uma solucao do sistema é
uma lista ordenada de nimeros reais (aq, as, . . . , a, )tais que ao fazer z; = a1, 29 = ag, ..., x, =
a,, obtemos uma solucdo para todas as equactes do sistema. Em particular, se um sistema tem



apenas 2 incégnitas z ey, entao as solucdes desse sistema serdo pares ordenados (a, b), ou seja,
pontos do plano cartesiano.

Quando o sistema de equacbes tem apenas duas incégnitas, as suas solucdes tém uma inter-
pretacdo geométrica no plano cartesiano R?. De fato, conforme vimos nas secdes anteriores,
algumas curvas no R? sdo a representacdo geométrica do conjunto solucdo de uma equacao.
Considerando a equacao y? + 2% = 3, podemos destacar os pontos (1,/2), (1, —v/2) e (@, 1)
como exemplos de solucdes da mesma (ha infinitas solucoes para essa equacao! Por qué?). Ob-
serve que o ponto A = (1,1/2) também pertence ao conjunto solucdo da equacdoy —z-v/2 =0
e ainda da equacdo y — 2 = —1 + /2 ou da equacdo = + y = 1 + /2 assim como de muitas
outras!

Assim, vemos que o ponto A = (1,+/2) é uma solucdo do seguinte sistema:
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Yy +2%=3
y—z-vV2=0
y—a’=-1+2
r+y=1+2

Geometricamente, podemos dizer ent&o que o ponto A esté na intersecdo entre as curvas y? +
22=3y—x-vV2=0,y—2>=—-1++2eaindaz+y =1+ 2. Veja a figura abaixo, onde
plotamos essas curvas no software GeoGebra:

Entdo, quando um mesmo ponto (a, b) satisfaz a duas ou mais equacdes ao mesmo tempo, te-
mos que esse ponto pertence ao conjunto solucao dessas equacdes, assim, ao representarmos
geometricamente esses conjuntos, esse ponto estara em todas essas curvas, portanto, estara
na intersecao entre elas.

Nem sempre curvas representadas em um mesmo sistema de eixos apresentam pontos de
intersecao. A figura a seguir fornece um exemplo de 4 curvas correspondendo as solucdes
das equacdes 2 + 2 = 3, 22 +y?> = 2,22 —y = —2ex +y = —3. 0 conjunto solucéo do
sistema de equactes formado por essas 4 equacdes é vazio, pois nao ha um ponto que pertenca
simultaneamente a todas as curvas.



eql : y x =3
eq2 : x2+y2—2

fry=x2+2
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Exemplo: Considere a seguinte lista de 5 equacbes em duas incégnitas: y = z - V2, y — 22 =
142 z24+y=1++2 y*+22=3ey— a2 = —1. 0 conjunto solucdo de cada uma dessas
equacoes esta descrito geometricamente na figura abaixo.

@’eq5

4

Considere os trés sistemas (1), (1) e (Il1) abaixo, todos compostos por equacdes dessa lista:

y—xz-v2=0 9 2 o _
0! yowe—1eva VT iy Jv-o V20
r4y=1+V2 y—at=-1+V2
T+2=1+2



Analisando a dltima figura, podemos concluir que:

a) O sistema (1) possui tem Unica solucdo, dada pelo ponto A.
b) O sistema (II) possui duas solucées, dadas pelos pontos A e B.
c) O sistema (Ill) possui duas solucdes, dadas pelos pontos Ae C'.

d) Osistemadado pelas cinco equacdes da lista dada neste exemplo tem solucéo vazia, visto
que ndo ha um ponto que pertenca simultaneamente as 5 curvas da figura acima.

S=Em=\nnl SISTEMAS DE EClUFICfIES
Construindo Sistemas
r

Utilizando apenas equacdes que aparecem na figura do ultimo exemplo, construa sistemas
de equacbes com as propriedades pedidas abaixo, indicando na figura quais os pontos que
correspondem as suas respectivas solucdes.

a) Um sistema com trés equacdes da figura que ndo possua solucao;

b) Dois sistemas que tenham exatamente duas solucdes;

Praticando Sistemas de Equacoes no GeoGebra Atividade 8

-

Abra o GeoGebra no seu smartphone, no aplicativo calculadora grafica. No campo de entrada,
digite as equacdes x — 2y = 8 (Equacdo 1) e em seguida, az + by = ¢ (Equacao 2). 0 GeoGebra
ird criar controles deslizantes para os coeficientes a, b e c da Equacao 2. Nos itens a seguir,
considere o sistema formado pelas equacdes 1e 2 nas incégnitas z e y.

a) Qual figura estd associada ao conjunto solucdo da Equacdo 1?7 E da Equacao 2?

b) Existem valores para os coeficientes a, b e ¢ de forma que o sistema formando pelas
Equacbes1e 2 possuauma lnicasolucao? Eapenasduas solucdes? Einfinitas solucbes?

c) Insira o ponto (2, —3) no campo de entrada. Ele é uma solucdo da Equacdo 1 (por qué?).
Usando os controles deslizantes, obtenha valores para os coeficientes a, b e c de forma
que esse ponto seja solucdo do sistema.

d) Elabore um sistema com duas equacées diferentes que tenha o ponto (1,1) como Unica
solucao. Construa as curvas correspondentes a essas equacoes no GeoGebra para rea-
lizar uma "prova real" do sistema que vocé elaborou.
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Clube de Esportes

Um clube precisa realizar uma reforma na sua piscina, e para isso, cobrara uma taxa de cada
associado. Cada adulto pagara R$ 6,00 reais e cada crianca R$ 4,00.

.

Sabendo que a obra esté orcada em R$ 1000,00 e que o valor arrecadado foi exatamente o do
preco da obra, responda:

a) Se o clube tem 120 adultos associados, quantos associados sdo criancas?

b) Se forem 160 criancas associadas, quantos serdo os adultos?

c) Complete a tabela a seguir em termos de x e y, gerando pares ordenados com essas va-
ridveis, usando x para representar o nimero de criancas e y para representar o nimero
de adultos.

N° de criancas associadas N° de adultos associados (x,y)

40
30
150
100
x
Yy

d) Escreva uma equacdo que relacione o ndmero de criancas e de adultos associados ao
clube;

e) Usando o GeoGebra em seu smartphone, plote os quatro primeiros pontos dessa tabela.
Vocé pode precisar ajustar a sua tela para conseguir visualizar esses pontos, reduzindo
0 zoom.
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m[SeS N4 \[msl EQUAGCOES LINEARES EM 2 INCOGNITAS

Na Atividade Clube de Esportes, denotando por x e y respectivamente o nimero de criancas
e adultos que sao soécias do clube, vocé deduziu que a equacao que relacionava essas duas
incégnitas era 4z + 6y = 1000. Essa equacao tem o seguinte formato:

ar + by = ¢,

onde a, b e ¢ sdo nlmeros reais constantes e os nimeros a e b nao sao simultaneamente iguais
a zero. Estas constantes sao chamadas de coeficientes da equacao nas incognitas z e y. Equa-
coes desse tipo ja foram estudadas por vocé no Ensino Fundamental: elas séo chamadas de
equacoes polinomiais de 1° grau ou de equacées lineares nas incognitas x e y. O nome “1° grau”
esta relacionado ao fato de cada coeficiente estar multiplicado a no maximo uma Unica incég-
nita e esta sempre aparece com expoente igual a 1. O coeficiente ¢ € chamado de independente,
por nao estar multiplicado a nenhuma incégnita. Note que as Unicas operaces que aparecem
nas expressoes algébricas de uma equacdo linear sdo multiplicar uma Unica incégnita por um
ndmero real e somar esses produtos entre si.

Como exemplos de equacdes que nao sao lineares, temos:

a) 322 +2y =1,

b) 2% = 3y;

C) 2z —bry +4y = §;
d —vVzt+y=2.

De fato, na primeira equacao, a incégnita x aparece elevada a dois. Na segunda, a incégnita
x aparece num expoente. Na terceira, x se encontra multiplicada a incégnita y e na quarta, a
incégnita x aparece em uma raiz quadrada, logo, aparece com expoente %

No item d) da atividade Clube de Esportes, temos um exemplo de uma equacao linear e no
item e) foi pedido que vocé plotasse no plano cartesiano quatro pares ordenados que fossem
solucdes daquela equacao. Vocé deve ter percebido que todos esses pontos ficavam alinhados.
Plotando as solucdes da equacao 4z+6y = 1000 no plano cartesiano com o auxilio do GeoGebra,
vemos que realmente elas compdem uma reta, que evidentemente passa pelos quatro pontos
marcados.
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© A = (40,140)
©® B = (205.30)
® C = (25.150)
® D = (100,100)

@ eql: 4x+6y = 1000

As equacées lineares ja haviam aparecidos nas secdes anteriores deste capitulo (localize-as!)
e em todas elas, a representacao geomeétrica das solucdes também eram dadas por retas. Esse
fato nos sugere a seguinte pergunta:

0 conjunto solucdo de uma equacao linear de duas incégnitas sempre pode ser represen-
tado geometricamente por uma reta no plano cartesiano?

A fim de responder a esta pergunta, vamos fixar uma equacao linear ax + by = c. Para
facilitar a nossa analise, vamos organizar o raciocinio em dois casos:

1° caso: b # 0.

Consideremos um par ordenado (zg,yg) do plano cartesiano. Como b # 0, é permitido
dividir por b. Assim, obtemos as equivaléncias a seguir:

C a

a:c0+byozc<:)byozc—axo(:>y0:b Lo

Assim, dizer que um ponto (zg, y) € uma solucao da equacao linear em questdo é o mesmo
que afirmar que ele é ponto do grafico da funcao f(z) = § — $#. Comisso, concluimos que
0 conjunto solucao da equacao ax + by = ¢ coincide exatamente com o grafico da funcao

f@) =%~ %=

Como vimos no Capitulo de Funcao Afim, independente do valor de a, o grafico de f é dado
por uma reta (horizontalsea = 0 einclinada se a # 0), logo o conjunto solucdo da equacao
linear coincide com o grafico da funcao f, sendo portanto representado geometricamente
por uma reta no plano cartesiano.

2°caso: b= 0.

Como na equacao linear az + by = c estamos supondo que os coeficientes a e b nao sao si-
multaneamente nulos, concluimos que a # 0, uma vez que b = 0. Dessa forma, a equacao
linear se reduz a ax = c. Assim, dizer que um ponto (zg, § — 37o) € solucao desta equagao
€ 0 mesmo gue escrever ax, = ¢, ou equivalentemente, x, = £. Como a incégnita y nao
aparece nesta equacdo, ndo ha qualquer restricao para o valor de y, isto é,y, pode ser
qualguer ndmero real. Concluimos entao que o conjunto solucao da equacao linear sera

formado pelos pontos (£, ), onde y, é qualguer. Se marcarmos todos esses pontos nos
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plano cartesiano, teremos exatamente a reta vertical que corta o eixo dos x no nimero <.
Todo esse raciocinio nos mostrou que a resposta a pergunta é sim, ou seja:

0 conjunto solucdo de uma equacdo linear de duas incégnitas (em que os coeficientes
a e b ndo sdo simultaneamente nulos) sempre pode ser representado geometricamente
por uma reta no sempre pode ser representado geometricamente por uma reta no plano
cartesiano.

Uma vez que respondemaos a pergunta anterior, é natural que pensemos sobre outra questao:

Toda reta no plano cartesiano representa o conjunto solucdo de uma equacao linear de
duas incégnitas?

VVamos comecar o raciocinio considerando uma reta qualquer do plano cartesiano. Nova-
mente, vamos dividir o problema em dois casos:

1° caso: A reta nao é paralela aos eixos coordenados.

Como visto no Capitulo de Funcao Afim, toda reta que nao seja paralela aos eixos coorde-
nados no plano cartesiano é o grafico de uma funcao afim da forma f(z) = ax + b, a # 0.
Cada ponto (zg, yy) pertencente a esta reta (ou seja, ao grafico de f) satisfaz a igualdade
Yo = axy+b, ouseja, —axg+yy = b. Portanto, o conjunto de pontos da reta é precisamente
o0 conjunto solucao da equacao linear —az + y = b nas incégnitas x e y.

2° caso: A reta é paralela aos eixos coordenados.

Se a reta considerada for horizontal, ela intersecta o eixo ¥y em um ndmero y,. Assim,
todos os pontos desta reta tém a segunda coordenada igual a yg, ou seja, sao da forma
(k,yo), para qualquer k real. Portanto, os pontos da reta comp&em o conjunto solucao da
equacao linear0-x +1 -y = y,.

Suponha agora que a reta seja vertical. Entdo ela intersecta o eixo £ em um ndmero x.
Todos os pontos desta reta tém a primeira coordenada igual a =, sendo da forma (z, k)
para qualquer k real. Logo, os pontos da reta sao o conjunto solucao da equacao linear
l-z2+0-y=ux

Portanto, a resposta para a segunda pergunta é: Sim, toda reta do plano representa o
conjunto solucdo de alguma equacdo linear de duas variaveis.

O nome “linear” usado para denominar essas equacdes que estamos estudando se justifica pelo
fato demonstrado acima: os conjuntos solucdes das equacdes da forma ax + by = ¢ correspon-
dem exatamente as retas do plano cartesiano.

Como sabemos dois pontos distintos determinam uma reta, nao é dificil esbocar a reta asso-
ciada a uma equacao linear ax 4+ by = c¢. Se por exemplo, b # 0, basta atribuir dois valores
distintos a; e ay para a incégnita x e substitui-los na equacao, isolando e calculando os valores
correspondentes para y, digamos, b; e by. Assim, a reta procurada sera aquela que passa por
(a1,b1) e (ag, by). Por exemplo, na equacao 3z + y = 8, substituindo x = 0 na equacdo, obtemos
y = 8 e substituindo = = 1, obtemos y = 5, logo, a reta associada a equacao é aquela que passa
pelos pontos (0,8) e (1, 5).

No contexto mais geral, envolvendo um nimero maior de incégnitas, digamos zq, za, ..., T,,
equacdes da forma a;z; + agxy + ...a,x, = ¢, onde ay,as,...,a,,c Sao constantes, tais que
a1, g, - .., ay NA0 sao todos nulos, também serdo chamadas de lineares.
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Retas no Plano Cartesiano Atividade 12
%

Na dltima secao, vimos que o conjunto solucdo de uma equacdo linear em duas incégnitas é

representado por uma reta no plano. Considere as equacdes lineares a seguir:

Equacdo l:2x + 3y =1; Equacao?2: —6x — 9y = —3;
Equacdo 3:2x 4+ 3y =4; Equacao4:3zx+y =>5.

a) Esboce a reta associada a Equacdo 1, em seguida, destaque 2 pontos dessa reta. Esses
dois pontos sao solucées da Equacao? Justifique.

b) Esboce a reta da Equacdo 2. Qual é a relacdo entre essa reta e a da Equacao 17 Discuta
com seus colegas o que isso significa com relacao as solucdes das Equacdes Te 2.

c) Qualéarelacdoalgébricaentreas Equacdes1e2? Elabore exemplos de outras equacdes
lineares que tenham a mesma relacao.

d) Esboce areta da Equacdo 3. Qual é arelacdo entre as retas das Equacdes 1e 3?7 Baseado
nisso, diga se um ponto (zg, yy) pode ser solucao das Equacdes 1 e 3 simultaneamente?
Justifique a sua resposta.

e) Qualéarelacdo algébrica entre as Equacdes 1e 3?7 Dé exemplos de outras equacdes que
tenham a mesma relacao.

f) Trace areta associada a Equacdo 4. Qual a relacdo dessa reta com as tracadas nos itens
anteriores?

g) Resolva o sistema formado pelas Equacdes 1e 4 e relacione a solucdo com o que vocé
observou no grafico?

mSeis\p4z\nsl POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS NO PLAND

Nositens a), b e c da atividade Retas no Plano Cartesiano vimos que algumas equacdes lineares,
mesmo tendo coeficientes diferentes, representam a mesma reta no plano, ou seja, possuem o
mesmo conjunto solucao. Naquela atividade, a equacao —6x — 9y = —3 é obtida multiplicando-
se aequacao 2z + 3y = 1 por —3 e ambas essas equacdes possuiam mesmo conjunto solucao,
sendo representadas por uma mesma reta no plano cartesiano. Seria esse um fendmeno geral?
Bem, vamos investigar!
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EXEMPLO 1 \

Vamos comecar com duas equacdes lineares multiplas uma da outra por uma constante
k # 0 como segue:

Equacao 1l: ax + by = ¢; Equacao 2: kax + kby = k.
Se (zg,y9) € uma solucao da Equacao 1, temos:

axg + byg = c.

Ao multiplicarmos ambos os lados dessa equacao por k, temos:

kazy + kbyg = ke.

Ou seja, (xg, yg) também é uma solucao para Equacdo 2.

Por outro lado, se (zg, yg) € uma solucdo para Equacdo 2, temos:
kazy + kbyg = ke.

Ao dividirmos ambos os lados dessa equacao por k (lembre-se que k # 0), temos:

axg + byg = c.

Assim, temos que (zg, yp) também é uma solucao para Equacdo 1. Duas equacdes que tém
0 mesmo conjunto solucao sao chamadas de equacées equivalentes. O raciocinio acima
prova que se duas equacdes que sao multiplas uma da outra sdo equivalentes e, portanto,
sao representadas por retas coincidentes no plano.

Com base nas ideias organizadas acima, as equacdes 3x — 6y = 4 e 12z — 24y = 16 representam
retas coincidentes no plano, pois a segunda equacao é obtida da primeira multiplicando-se a
igualdade por 4.

Ainda na atividade Retas no Plano Cartesiano nos itens d e e, vocé estudou um caso de duas
equacdes lineares que eram diferentes apenas pelo valor de seus coeficientes independentes.
As retas correspondentes aquelas equacdes eram paralelas. Vamos deduzir aqui que este tam-
bém é um fato geral.

R

Considere as Equacdes 3 e 4 abaixo:

Equacao 3: ax + by = ¢1; Equacdo 4: ax + by = cy;

onde a, b, ¢; e ¢y SA0 constantes com ¢; # ¢y. Vamos dividir nosso estudo em trés casos:

1° caso) b = 0: As duas equacdes se reduzem a ax = ¢; e axr = ¢5. Comobénuloeaeb
nao sao nulos simultaneamente, temos a # 0. Dividindo as equaces por a, temos x = %




ex = 22, que representam duas retas verticais e diferentes, uma vez que ¢; # cy. Assim,
estas retas sao paralelas.

2° caso) a = 0: Temos que b serd nado nulo. Repetindo o processo acima, veremos que as
~ ~ . N ~ C C:

Equacdes 3 e 4 sdo equivalentes as equagbes y = 3+ ey = 3, que correspondem a um par

de retas horizontais e diferentes, logo, paralelas.

3° caso): a # 0 e b # 0: Dividindo as EquacGes 3 e 4 por b e isolando o termo que contém
a incoégnita y, vemos que estas equacoes sao equivalentes respectivamente as equactes
y= 7'+ %1 ey='c+ %2 As retas correspondentes a essas equacdes sao exatamente
os gréficos das fungdes afins f(z) = 2z + 2 e g(z) = %z + 2. As taxas de variacéo
média de f e g sdo ambas iguais a 3*, portanto, como vimos no capitulo de Funcao Afim, os
graficos dessas duas funcdes sao dados por retas paralelas.

Deduzimos assim que se duas equacdes lineares diferem apenas pelo seu coeficiente in-
dependente, elas definem retas paralelas.

O raciocinio desenvolvido acima mostra que numa equacao linear ax + by = ¢, os coeficientes
a e b das incégnitas x e y estao diretamente relacionados a inclinacao da sua reta associada:
quando b = 0, a reta é vertical; quando a = 0, é horizontal e quando a # 0 e b # 0, a inclinacao
dareta é igual a taxa de variacao média da funcao afim f(z) = 3%z + £, ou seja, 3*.

Para ilustrar o raciocinio desenvolvido acima, considere as equacdes abaixo:

@3z +5y =-3; (b)6x+ 10y =—6; (c)—12z — 20y = —50; (d) 4z + 2y = 1.

Ainclinacdo das retas dadas pelas equacdes lineares (a), (b) e (c) € a mesma, pois %3 = =6 —

10
_(__2%)2), logo, elas correspondem a retas paralelas (ou coincidentes) duas a duas no plano carte-
siano. Em particular, como (b) é obtida multiplicando a equacao (a) por 2, estas equacdes sao
equivalentes e portanto determinam retas coincidentes no plano. Ja a equacao (d) tem inclina-
caoiguala *74 = —2, e portanto, diferente das demais. Logo, a reta que representa o conjunto
solucdo da equacao (d) terd um Unico ponto de intersecdo com cada uma das retas associadas

as equacoes (a), (b) e (c). A figura a seguir ilustra esses fatos:
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SEENms\=sl POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS NO PLAND

Construindo Retas no Plano Atividade 1
r

Considere a reta r cuja equacao é 3z + 4y = 1. Em cada item abaixo, encontre uma equacao
linear em z e y tal que ela:

a) Seja equivalente a equacdo do enunciado, com coeficiente de z igual a —1;

b) Seja equivalente a equacdo do enunciado, com coeficiente de y igual a 2;

c) Seja equivalente a equacao do enunciado, com coeficiente de x igual a %;

d) Seja equivalente a equacao do enunciado, com termo independente igual a 5;
e) Represente uma reta paralela a r e que passa pelo ponto (2, 5);

f) Tenha o coeficiente do z igual a 6, represente uma reta paralela a r e passe pelo ponto
(37 _7);

g) Tenha coeficiente do y igual a 9, represente uma reta concorrente a r e passe pelo ponto
(8,1).

h) Vocé consegue encontrar mais de uma equacao linear que atenda o que foi pedido no
item g)? O mesmo é possivel para os itens e) e f)? Por qué?

i) Utilize o GeoGebra para plotar as retas correspondentes as equacGes obtidas por vocé
nos itens e), f) e g) e confirmar se elas cumprem as propriedades pedidas nesses itens.
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Fazendo mais bolos
-

Vamos voltar a fabrica de bolos da Tia Tata? Sabemos que os bolos que mais vendem sdo os
de fuba e o de chocolate e que custam 15 reais e 18 reais cada um, respectivamente.

a) Emdeterminado dia, a fébrica precisa faturar exatamente R$ 510,00 com a venda desses
dois tipos de bolo. Escreva uma equacao que relacione as possiveis quantidades de cada
bolo que ela precisa vender;

b) Na receita do bolo de chocolate usam-se 4 ovos, enquanto na de fubd, usam-se 3. Es-
creva uma equacao que relacione a quantidade de bolos de chocolate e a quantidade de
bolos de fuba e com um total de 100 ovos;

c) Num mesmo plano cartesiano, faca um esboco das representacées graficas dos conjun-
tos solucdes das equacdes encontradas nos itens a) e b);

d) Imagine que o dia em que é necessario se obter o faturamento de R$ 510,00 é o mesmo
em que a fabrica dispde dos 100 ovos. Assumindo que todos os bolos sejam vendidos,
quantos bolos de cada sabor deverao ser produzidos?
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Rede de Trafego Rodoviario
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Figura 5.2: Fonte: Adaptada do aplicativo Google Maps.

0 mapaacimailustra o trecho de uma rede rodovidria com grande movimento de carros emum
bairro da cidade do Rio de Janeiro. Todas as avenidas destacadas no mapa sdo de mao Unica
e as setas indicam o sentido em que os veiculos trafegam sobre elas. Os valores destacados
em amarelo em alguns trechos das avenidas representam o fluxo de veiculos que passam por
hora naquele trecho. Nessa rede de trafego ha conservacao do fluxo de veiculos, isto é, o fluxo
de veiculos que entra em uma bifurcacao é igual ao fluxo de veiculos que sai dessa bifurcacao.
Por exemplo, a figura mostra que por hora chegam 600 veiculos nesta rede através da Avenida
Maria Teresa, sendo que na primeira bifurcacao, uma certa quantidade x; de veiculos continua
em frente e outra quantidade z, entra pelo retorno da Avenida. Pela conservacao de fluxos

temos:
xTq + Ty = 600.

a) Comasinformacdes que estdo disponiveis no mapa e a conservacao do fluxo de veiculos,
obtenha um sistema de equacdes envolvendo as incégnitas x;, xo, ..., T¢.

b) Suponha que um técnico da companhia de engenharia de tréfego aferiu que o valor da
incégnita x4 era de 400 veiculos por hora. Com essa informacao e com o sistema obtido
no item a), determine o valor das outras incégnitas destacadas no mapa.

c) O sistema que vocé obteve no item a) tem mais de uma solucdo? Se sim, vocé consegue

obter algumas?
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Um sistema de equacGes é dito linear quando ele é formado apenas por equacdes lineares.
Vocé provavelmente ja estudou a resolucao de sistemas lineares com duas equacdes e duas
incégnitas ha alguns anos, pelos métodos de substituicdo e de adicéo. Vamos relembra-los?

0 método de substituicdo consiste em isolar uma das incégnitas em uma das equactes e subs-
tituir essa incognita na outra equacao pela expressdo equivalente a ela determinada previa-
mente. Vamos ver um exemplo:

{2x+3y:7

r—4y =

w| ot

Isolando x na segunda equacao, obtemos z = 4y + % Substituindo o valor de x na primeira
equacdo:

5 10 11 1
20 +3y=7 = 2(4y+§)+3y:7 = 8y—|—§—|—3y:7 = 11y:§ LY=g

Substituindo o valor obtido para y na segunda equacao, obtemos:

) 1 5 9
*_4 — :4-7 — = - = .
T y+3:>:1: 3—1—3#@ 3..:U 3

Portanto, o sistema possui uma Unica solucdo, dada pelo par (3, %).

Poderiamos resolver esse mesmo sistema de equacdes de outra maneira, usando o método da
adicdo. Nesse método, trabalhamos com equacdes equivalentes determinadas de forma que
seja possivel, somando membro a membro as equacdes do sistema, cancelar os termos de uma
das incégnitas. De fato, vamos multiplicar a segunda equacao do sistema por —2, obtendo uma

equacao equivalente.
22 + 3y = 2e+3y="7
5 == -10
(=2)

—2x 4+ 8y = ——

¥=73
Repare que ao somarmos as equacdes membro a membro, a incégnita x desaparecera da ex-
pressao da soma:

10 11 1
(2x + 3y) + (—2z + 8y) :7+—§ = 1lly = 3 V=3
Agora, basta substituir o valor obtido para y em alguma das duas equacdes do sistema, e como
ja vimos acima, vemos que teremos = = 3.
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Quantas solucdes um sistema linear com 2 incégnitas pode ter?

Nas secoes anteriores vimos que o nimero de solucdes em um sistema de equacdes pode ser
bem diverso. Na sec@o Organizando - Sistemas de Equacbes, vimos exemplos de sistemas que
possuem, uma, duas ou até mesmo nenhuma solucao. Veremos agora que quando o sistema
de equacbes em duas incognitas é linear, o formato do conjunto solucao sera bem particular.
Lembra-se da interpretacdo geométrica dada ao conjunto solucao das equacdes lineares em
duas incégnitas x e y? Essas solucdes correspondem a uma reta no plano cartesiano. Se temos
um sistema linear nestas mesmas incégnitas, as suas solucdes sdo dadas por pontos que per-
tencem simultaneamente a cada uma das retas correspondentes as equacdes lineares desse
sistemma. Sabemos que toda reta tem infinitos pontos. Sabemos também que duas retas do
plano ou ndo se intersectam (sao paralelas), ou se intersectam num (nico ponto (sdo concor-
rentes) ou sdo iguais (sdo coincidentes). Portanto, as possibilidades para o conjunto solucao
de um sistema linear em duas incégnitas é:

a) Possuiuma tUnica solucdo. Este é 0 caso em que as retas associadas as equacdes lineares
concorrem em um Unico ponto, que sera exatamente a solucao do sistema;

b) Possui infinitas solucGes. Este é o caso em que todas as retas associadas as equacdes
lineares sao iguais, isto &, sdo todas coincidentes entre si.

c) Nao existe solucdo. Este é o caso em que ndo existe um ponto que pertenca a todas as
retas simultaneamente.

A figura abaixo ilustra, geometricamente, as trés possibilidades de conjunto solucao apresen-
tadas acima, para o caso de um sistema linear com duas incégnitas e trés equacbes. Repare
que no caso de infinitas solucdes, as trés retas associadas as equacfes sao coincidentes.

"‘1‘ 7 ' /
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=3
/
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Sistema com solugdo vazia

Sistema com solugio tinica Sistema com infinitas solugdes

Vocé observou que quando resolvemos um sistema linear pelo método da adicao, realizamos
uma manipulacao algébrica em uma das equacbes de modo que pudéssemos cancelar uma
incoégnita do sistema? Essa é uma estratégia bastante interessante e que pode ser ampliada
para a resolucdo de sistemas maiores. Vamos conhecer melhor essa estratégia de resolucao?
Para isso, antes precisamos conhecer um tipo de sistema que serd bem interessante para nds:
0s sistemas escalonados.



Sistemas escalonados

No item a) da atividade Rede de Trdfego Rodovidrio, vocé viu que o seguinte sistema linear
modelava matematicamente as informacoes sobre o fluxo de veiculos em um complexo de
avenidas:

1 + x4 = 600
Tq + x3 = 650
x3 — x4 = 100
x4 — 5 = —5H0
x5 —xg = 100

Apesar de possuir seis incégnitas, descobrir solucdes desse sistema nao é tao complicado.
Por exemplo, ao atribuir o valor 400 a incégnita x4, através da quinta equacao, se obtém que
x5 = 500. "Subindo” para a quarta equacao, substituindo esse valor encontrado para x5 se
determina que x, = 450. Continuando desse modo, “subindo” gradativamente nas equacdes,
se determinam valores para todas as incognitas de forma que, para eles, todas as igualdades
do sistema sao satisfeitas, isto €, obtemos uma solucdo desse sistema. Se iniciassemos atri-
buindo um outro valor para zg, digamos 300, poderiamos repetir o mesmo processo, obtendo
outra solucdo para o sistema: calculamos z5 na quinta equacao, obtendo 400, e depois “subi-
mos" nas equacdes e substituindo os valores obtidos, encontrando x, = 350, x5 = 450, x5 = 200
e x1 = 400. Note que esse sistema tem, portanto, mais de uma solucao.

Observe que esse sistema pdde ser organizado em um formato bem especifico: a incdgnita
x1 nao aparece efetivamente a partir da segunda equacao, ou seja, os coeficientes de x; nes-
sas outras equacdes sao todos nulos; a incégnita xy nao aparece a partir da terceira equacao,
a incognita z3 ndo aparece a partir da quarta equacao e assim sucessivamente até chegar a
altima equacao. Note que é correto afirmar que a incégnita x5 nao aparece a partir da sexta
equacao, pois... nao ha uma sexta equacdo. Um sistema linear com este formato é chamado de
escalonado.

De maneira mais precisa, dizemos que um sistema linear estd escalonado se é possivel enu-
merar suas incognitas x1, x,, ...z, € ordenar as suas equacoes lineares de forma que x; nao
aparece efetivamente a partir da segunda equacao, x5 Nao aparece a partir da terceira equa-
cdo e assim sucessivamente até chegarmos a Ultima incégnita z,, ou até a ultima equacao do
sistema.

A seguir temos mais um exemplo de sistema escalonado. Quando organizamos as equacdes
escrevendo cada incégnita de forma alinhada verticalmente como ilustrado abaixo (z, embaixo
de x4, 3 embaixo de z3, ...), visualmente se forma nos espacos “em branco” uma espécie de
‘escada"™

X+ X, — 5x3 + 8x, = 3
2X2 + 4‘X3 - 3X4,=_7

X3+ 2x,=09
7%, = 15
Vamos analisar os sistemas a seguir:
r+y—z=1 20 +4y —3z+w =
() 2y —z=28 an Ty + 3z =
z=1 T+2y—z =0
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0 sistema (1) estd escalonado. Aparentemente o sistema (1) ndo estd escalonado, porém, ele
esta sim: ao invés de listar as incégnitas na ordem z, y, z e w, organizamos na ordem w, x, y, z.
Também alternamos a posicao da segunda equacao com a terceira. Note que esse tipo de mu-
danca nao altera as solucdes do sistema pois as equacdes, na pratica, continuam as mesmas.

w+2r+4y—-3z=1
r4+22—2=0
Ty+2=0

Escalonando e Resolvendo Sistemas Lineares

Veremos agora que todo sistema linear pode ser transformado em um sistema escalonado
que mantém exatamente as mesmas solucdes do primeiro. Este processo sera chamado de
escalonamento de um sistema linear. O fato do sistema estar escalonado facilita o calculo das
suas solucdes.

Essencialmente, o processo de escalonamento utiliza as mesmas técnicas que ja vinhamos
utilizando até aqui. Sao elas:

a) Trocar duas ou mais equacdes de posicao;

b) Multiplicar uma equacao (todos os seus termos) por uma constante ndo nula;

c) Trocar uma equacao pela soma, membro a membro, dela com outra equacao do sistema.
Observe que ao aplicar a técnica a) evidentemente ndo se alteram as solucdes do sistema pois
as suas equactes continuam as mesmas. Por sua vez, as técnicas b) e ) s§o as mesmas usadas

no método da adicao para sistemas lineares com 2 equacoes e 2 incognitas. Pode-se provar que
estas técnicas também ndo alteram as solucdes do sistema.

Repare que, combinando as técnicas b) e c), obtemos a técnica:

d) Trocar uma equacdo pela soma, membro a membro, dela com uma outra equacao do sis-
tema que foi multiplicada por uma constante nao nula.

Vamos ver alguns exemplos de como utiliza-las para se escalonar e resolver um sistema?

D

Iremos escalonar e resolver o seguinte sistema:

T+2y+z=12
r—3y+5z=1
20 —y+32=10

Procuramos sempre deixar a primeira incégnita da primeira equacao com coeficiente 1. €
o0 caso deste exemplo, mas se nao fosse, utilizariamos as técnicas a) ou b) para deixar o
sistema com esse formato.

Iremos eliminar primeiro a incégnita z na segunda e na terceira equacoes. Usamos a técnica




d) trocando a segunda equacédo pela soma dela pela primeira multiplicada por —1:

r+2y+z=12 (-1) | r4+2y+ 2z =12
r—3y+5z=1 + = -5y +4z = —11
20 —y+32—10 20 —y+32=10

Agora, usamos a técnica d) novamente, trocando a terceira equacao pela soma dela pela
primeira multiplicada por —2:

r+2y+z=12 (=2) | T+2y+2=12
-5y +4z=—11 I = -5y +4z=—11
2 —y+32=10 + -5y +z=-14

Para concluir o escalonamento, basta eliminar a incégnita y da terceira equacao. Usamos a
técnica d) novamente, trocando a terceira equacao pela sua soma com a segunda equacao
multiplicada por —1:

r+2y+2z=12 r+2y+z=12
Sy +4z=-11 (-1) | = —by +4z = —11
20 —y+32=10 + —3z=-3

Obtivemos portanto um sistema escalonado. Na terceira equacao obtemos:
—3z2=-3 .z=1
Substituindo o valor encontrado para z na segunda equacdo:
—Sy+4z=-11 = —-by+4=-11 = —by=-15 . y=3.
Por fim, substituindo os valores encontrados para y e z na primeira equacao, obtemos:
r+2y+2=12 — xz+6+1=12 .z =25.

Concluimos que o sistema possui uma Unica solucao: z = 5, y = 3, z = 1, ou de forma mais
resumida, podemos representar esta solucao lista ordenada (5, 3, 1).

Quando um sistema linear possui uma tnica solucdo, dizemos que ele é um sistema possi-
vel e determinado (S.P.D.).

EXEMPLO 4

Escalone e resolva o sistema:

3r+y+z=95
T—2y+3z2=-4
—2x+4+4y—6=28

\
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Comecamos usando a técnica a) alternando a posicdo da primeira equacao com a segunda.
Dessa forma, o coeficiente de x na primeira equacao passa a ser 1:

T—2y+3z2=-4
3z +4y+2=—6
—2x +4y — 62 =8

Em seguida, usamos a técnica d) na segunda equacao, trocando-a pela soma dela com a
primeira equacao multiplicada por —3:

r—2y+3z=-4 (=3) | T—2y+32=—4
3z —4y+z=—6 } = 2y — 82 =26
—2x+4y—62=28 + —2y+4y — 6z =8

Repetimos o processo agora trocando a terceira equacao pela soma dela com a primeira
multiplicada por 2. Notemos que ao fazer essa operacao, todos os coeficientes da dltima
equacao vao se anular:

r—2y+3z=-4 (+2) | x—2y+3z=-4
2y —82 =06 } = 2y —82 =26
—2r+4y — 6z =38 + Oz +0y+0z=0

Assim, concluimos o escalonamento. Observe que quaisquer valores que se deem as in-
cégnitas z, y e z sempre fornecerdo uma solucdo para a terceira equacdo (compare com
a resposta obtida no item e) da Atividade Batalha Naval), de modo que ela é irrevelevante
para o calculo das solucdes do sistema. Podemos descarta-la, ficando apenas com as duas
primeiras equacoes:
xT—2y+3z2=—-4
{ 2y —82=6

Este dltimo sistema também esta escalonado. Isolando y na segunda equacao, obtemos:
20—8z2=6 = 2y=6+8z .. y=3+4=z

Substituindo este valor encontrado para y na primeira equacao:

r—2y+3z2=-4 = -2B8+42)+32=-4 = -6-82+32=—-4 . x=2+D5z.

Notemos que, se fizermos z = 0, pelos calculos acima, obteremos quex = 2ey = 3, e
portanto, esses trés valores compdem uma solucao do sistema. Se porém fizermos z = 3,
obteremos x = 17 ey = 15, logo, esses trés valores fornecem outra solucao para o sistema.
Poderiamos proceder assim para qualquer outro valor real escolhido paraz. Dessa forma,
vemos que todas as soluctes desse sistema sao da forma:

r=2+5bk, y=3+4k e z=k,

para qualquer k € R. Portanto, esse sistema linear tem infinitas solucées. Quando isso
ocorre, dizemos que o sistema é possivel e indeterminado (S.P.1.).




D

Vamos alterar levemente o sistema do Exemplo 2, mudando apenas o coeficiente indepen-
dente da ultima equacao:

x+y+z=95
x—2y+3z2=—4
—2x+4y—62=9

Ao fazermos o processo de escalonamento, obteremos o seguinte sistema:

r—2y+3z2=-4
2y —82 =26
Oz +0y+0z=1
Observe gue a terceira equacao linear nao possui solucao, pois para quaisquer valores es-
colhidos para z,y e z, 0 primeiro membro nunca serd igual a 1. Portanto, o sistema linear
deste exemplo ndo possui solucdo. Quandoisto ocorre, dizemos que o sistema éimpossivel

(S.1).

S=Eim=\nlnl SISTEMAS DE EClUFlI:IfIES LINEARES
Classificando Sistemas Lineares
r

Os sistemas lineares abaixo estdo escalonados. Classifique-os em relacdo ao nimero de so-
lucdes (S.P.D.,S.P..ouS.1.).

20 4+3y —22=5 b) {—x—2y+z:2
a) y—4z =2 2y—2=5
—3z=9
r+z—z4+w=>5 r+y+3z—4dw=9
c) { by —3z+2w= -8 d) y—4z+w=>5
—3z—w=-3 —z+ 4w =2
2w = -1

Dieta Nutricional Atividade 15
r

Um nutricionista estd elaborando uma dieta para um paciente que estd com deficiéncia de
vitamina C, calcio e magnésio. Uma das refeicoes da dieta serd composta por trés alimentos
com quantidades medidas em porcdes de 50 g, de forma que os totais em miligramas (mg) dos
nutrientes necessarios sejam atingidos. A tabela abaixo contém as informacdes nutricionais
dos trés alimentos desta refeicdo:
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Miligramas de nutrientes por porcao de 50g de alimento

Total de nutrientes

Nutriente Alimento1(mg) Alimento2(mg) Alimento3(mg) | ocessarios (mg)
Vitamina C 10 10 20 100

Célcio 50 40 10 300
Magnésio 30 10 40 200

a) Denote por z,, 75 e x5 a quantidade de porcdes dos alimentos 1, 2 e 3 respectivamente
que compoem uma refeicao contendo exatamente a quantidade necessaria de Vitamina
C, Calcio e Magnésio a serem ingeridas pelo paciente. Utilizando a tabela acima, escreva
um sistema linear nas incégnitas x, 2, e x3 que represente essa situacao;

b) Escalone e resolva o sistema obtido no item a), classificando-o.

c) Qual serd o peso total de comida ingerida nesta refeicdo, considerando que ela contém

apenas os alimentos 1,2 e 37

Trajetoria de uma bola de futebol

Atividade 16

.

Figura 5.3: Adaptado de: Profes

Apds ver o video em que Nelinho chuta a bola para fora do estadio, Mateus ficou fa do jogador
e estd praticando chutes altos com sua bola de futebol no campinho que ha nas proximidades
de sua casa. Mateus da um chute na bola, que segue a trajetéria de uma parabola. Considere
que, numa visao frontal, considerou-se um sistema de coordenadas cartesianas como o da
figura, onde o eixo x é paralelo a linha lateral do campo e o eixo y é perpendicular ao plano
do campo. Ao longo da trajetdria, a bola parte do ponto (—5,0), passa pelo ponto (—2.5,5) e
toca o solo no ponto (2.5,0). Considere a funcdo quadratica f(x) = azs + bz + ¢ que modela a


https://profes.com.br/felipes.rocha/blog/lancamento-obliquo-e-o-futebol

trajetdria da bola.

a) Utilizando as informacdes sobre os pontos do sistema de coordenadas informados no
enunciado pelos quais a bola passa no decorrer do movimento, obtenha um sistema de
3 equacdes nas 3 incégnitas a, b e c.

b) Escalone e resolva o sistema do item a);

c) Determine a altura maxima atingida pela bola apés o chute dado por Mateus.

==I=I=F=T=1=15=% Jd INTERPOLAGCADO POLINOMIAL

Na Atividade Trajetoria de uma bola de futebol, vocé verificou que existe uma Unica funcao qua-
dratica cujo grafico passa por trés pontos dados no plano cartesiano. O processo de encontrar
uma funcao cujo grafico passa por uma quantidade finita de pontos dados é denominado in-
terpolacao de pontos. A interpolacao de pontos costuma ser aplicada quando se estuda um
problema envolvendo duas grandezas representadas pelas variaveis x e y respectivamente,
tais que y é uma funcao de x, digamos y = h(x). Esta funcdo h pode ter uma expressao anali-
tica muito complicada e na maioria das vezes, desconhecida, e 0 maximo que se conhece sobre
ela é uma lista finita Ay = (z1,y1), 43 = (29, y2),... 4,, = (x,,,y,,) de pontos de seu grafico. Atra-
vés dainterpolacdo dos pontos Ay, ..., A,,, procura-se obter uma funcao f cujo grafico passe por
esses pontos, que seja definida por uma expressdo mais simples e que tenha o grafico parecido
com o da funcao h.

As funcdes polinomiais sdo aquelas definidas através de expressoes da forma f(xz) = ag +
a1x + asx?® + ... + a,z” onde ag, ai,..., a, S30 constantes reais. Se a,, é ndo nulo, a maior
poténcia de x que aparece na expressao f(z) é z". Neste caso, dizemos que f é uma funcdo
polinomial de grau n. As funcoes afins e quadraticas, estudadas nos capitulos anteriores, sao
exemplos de funcdes polinomiais de graus 1 e 2 respectivamente. Repare que o calculo das
imagens das funcdes polinomiais envolvem apenas as operacdes elementares de adicao, sub-
tracdo e multiplicacdo de nimeros reais, o que favorece o célculo dessas imagens do ponto de
vista computacional.

Chamamos de interpolacao polinomial o procedimento de encontrar uma funcao polinomial
que interpola um conjunto finito de pontos dados. A figura abaixo ilustra um exemplo de in-
terpolacdo polinomial de uma func&o h (grafico azul) os 5 pontos 4,B,C,D e E do seu gréfico,
aproximando-a por uma funcao polinomial f (grafico vermelho). Note que o comportamento
do gréafico de f é muito parecido com o de h nas proximidades desses 5 pontos.

CARITULO
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A Teoria dos Sistemas Lineares que estamos estudando permite demonstrar que dada uma
lista Ay = (z9,%), 41 = (x1,¥1),..., A, = (x,,y,) de n + 1 pontos conhecidos do plano
cartesiano, se as abscissas xg, x4, ..., ¥, forem distintas duas a duas, entdo existe uma dnica
funcao polinomial de grau n cujo grafico passa por esses pontos. De fato, se f é uma funcao
polinomial de grau n, temos que:

flx) =ag+a1x+ ...+ a,z",

onde a,, # 0. Se o grafico de f passa por Ay = (xg,¥yp), entao f(zy) = yo. Substituindo essa
altima informacao na expressao de f temos:

ag+ g - ay + ... +zy" - a, = Yo,

0 que nos da uma equacao linear nas incégnitas ag, a1, ..., a,, cujos coeficientes dessas incog-
nitas sao respectivamente 1, z, . .., 2" e o coeficiente independente é y,. Repetindo o mesmo
calculo para os demais pontos da lista, obtém-se um sistema linear de n+1 equacdes nas n+1
incégnitas ag, ay,..., a,:

ag + xo - a1+ -+ 2 - a, = Yo

ag +xy - a3+ -+ 27 - a, = Yo

ag+ X, a1+ +xp o a, =y

o qual pode-se provar que é possivel e determinado! Assim, existem Unicos valores para as
incégnitas ay, ..., a,, que fornecem uma solucdo para o sistema, logo existe uma Unica funcdo
polinomial que interpola os pontos Ay, ..., A,,. Repare que, na atividade Trajetéria de uma bola
de futebol, foram dados os trés pontos do plano: Ay = (—5,0), A; = (—2.5,5) e Ay = (2.5,0) 0
que permitiu a vocé determinar uma (Unica!) funcao polinomial de grau 2 (funcéo quadratica)
gue interpola esses pontos.



VOCE SABIA? R

Nos dltimos quarenta anos, a Tomografia Computadorizada se consolidou como um dos
métodos mais importantes de diagndstico na medicina do corpo humano. Ela possibilita a
aquisicdo de imagens paralelas e espacialmente consecutivas e cortes axiais com melhor
contraste entre os tecidos do que a radiografia convencional, possibilitando a analise de
regides que com outras técnicas, ndo poderiam ser observadas satisfatoriamente.

Assim, a Tomografia Computadorizada € um meio nao invasivo de obter imagens do inte-
rior de um corpo. Essas imagens sao obtidas a partir do exterior do objeto pela medicao
das intensidades dos feixes de Raios-X que atravessam esse corpo. Esses dados sao pro-
cessados por um computador e a secao transversal computada é exibida num monitor de
video.

A construcao de uma imagem da Tomografia requer encontrar solucdes aproximadas de
sistemas de equacdes lineares com muitas equacdes e muitas incégnitas. Para compre-
ender melhor o processo de construcao da imagem, imaginemos que a secao transversal
fisica do paciente seja a prépria imagem dividida em pixels. Os pixels sao pequenos qua-
drados monocromaticos que formam a imagem, ou seja, sao os “elementos basicos" da
imagem. Como o paciente é bombardeado inimeras vezes por feixes de Raios-X, cada pi-
xel serd “igualmente bombardeado” por estes feixes, em diversas direcoes, a medida que o
tomégrafo gira. Para construir a imagem da Tomografia é necesséario determinar a densi-
dade de Raios-X retida em cada pixel. A densidade de Raios-X em cada pixel é interpretada
pelo computador através de uma tonalidade de cinza. Como o tecido humano absorve ou
desvia densidades diferentes de Raios-X, a imagem distingue os diversos tecidos e érgaos.

Detector
de raio x
1° pixel
[_ o i-ésimo feixe
: 7

/]
AF ks

//
/

/ 1
Fonte de N-ésimo J
raio x pixel

Figura 5.4: Fonte: Livro do Howard Anton.
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Para compreender melhor a ideia dos calculos que permitem obter as imagens do exame,
considere uma simplificacao do campo de visao em apenas 9 pixels, que foram "escanea-
dos" com 12 feixes de Raios-X, cujas densidades sdo indicadas na figura a seguir:

bs=3.81

b = 14,31
Pl A
1 (] [ = D9 =E|,|:ﬁ_\
T TZ2T 0 c ' ‘I//Q by=14.79
,i 5 6 * bo=15,00 /’/-4 6//'
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o
ba =12,00
by =4,00 by =18,00 bye =10.51
i & b B =16,13 : .
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<
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.
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Figura 5.5: Fonte: Livro do Howard Anton.

Denotamos por x; a densidade de Raios-X absorvidas no pixel 1, z9 a densidade de Raios-
X absorvidas no pixel 2 e assim sucessivamente. Por outro lado, respresentamos por b; a
densidade do 1° feixe de Raios-X, por b, a densidade do 2° feixe de Raios-X e assim suces-
sivamente. Para cada feixe de pixels, sabe-se que a sua densidade feixe é igual a soma
das densidades de Raios-X absorvidas em todos os pixels pelos quais ele atravessa. Ana-
lisando a imagem acima, temos que o 1° feixe atravessa os pixels 7, 8 e 9, logo, a densidade
b, desse feixe é igual a soma das densidades absorvidas por esses pixels. Isto é:

Ty + xg + X9 :b1 = 13,00,

que é uma equacdo linear nas incégnitas x7, xg e 9. Fazendo mesmo raciocinio para os ou-
tros 11 feixes com densidades b, bs, . . ., bj9, Obtemos outras equacoes lineares, que juntas
compdem o seguinte sistema linear:
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15,00
x5 = 8.00
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As solucbes desse sistema nos permitem determinar as densidades de Raios-X absorvi-
das em cada pixel e assim, o computador colore esse pixel com uma tonalidade de cinza
associada a essa densidade, formando no seu conjunto, a imagem da Tomografia.

Repare que o que fizemos aqui foi uma simplificacao do processo de geracao da imagem,
visto que ha maquinas de Tomografia que trabalham com mais de 260.000 pixels, o que
acaba gerando sistemas lineares com um nuimero enorme de equacdes e incognitas. Tais
sistemas sao resolvidos computacionalmente através de algoritmos muito eficientes no
tempo de calculo de suas solucdes.

SISISSESSEIS=Rd SISTEMAS LINEARES COM 3 INCOGNITAS

Neste capitulo, vocé aprendeu que as equacdes lineares em 2 incognitas correspondem exata-
mente a retas no plano cartesiano. Além disso, vocé também viu que a solucao de um sistema
linear em 2 incégnitas é geometricamente interpretado pelo conjunto de pontos do plano que
pertencem simultaneamente a todas as retas associadas as equacdes desse sistema.

Um sistema linear em 2 incégnitas é S.P.D. exatamente quando todas as retas dadas pelas equa-
coes do sistema sao concorrentes em um ponto P do plano. Ele sera S.P.l. quando todas as
equacoes do sistemas forem representadas pela mesma reta do plano. Por fim, ele sera S.I.
quando nao houver um ponto do plano que pertenca a todas as retas simultaneamente.

Assim como os pontos de um plano estdo em correspondéncia biunivoca com o conjunto de
todos os pares ordenados (z,y) de nimeros reais, pode-se provar que existe uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos do espaco com as listas ordenadas (z,y, z) de 3 nimeros
reais. Solucoes gerais de equacoes em trés incégnitas z, y e z podem ser interpretadas geome-
tricamente como objetos do espaco. Em particular, pode-se demonstrar que a solucao geral
de uma equacao linear da forma:

axr + by + cz = d,

corresponde a um plano no espaco!

Dessa forma, o conjunto solucdo de um sistema linear com 3 equacées e 3 incégnitas pode ser
visto como o conjunto de pontos que pertencem ao mesmo tempo aos 3 planos corresponden-
tes as suas equacoes. Vamos interpretar geometricamente as possibilidades para o conjunto
solucao desse tipo de sistema em termos das posicdes relativas entre esses planos no espaco:
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a) Sistema Possivel e Determinado (S.P.D.): Neste caso, havera apenas uma Unica solucgo.
Isso s6 é possivel quando os trés planos associados as equacdes do sistema forem trans-
versais dois a dois, ambos tendo um ponto comum, como na figura a seguir:
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Figura 5.6: Trés planos com um Unico ponto em comum.

b) Sistema Possivel e Indeterminado (S.P.l.): Neste caso, haverd infinitos pontos que per-
tencem ao mesmo tempo aos trés planos. Isso ocorre em exatamente duas situacdes: (i)
quando os trés planos sao coincidentes (figura 5.7); (ii) dois planos sao coincidentes e o
terceiro é transversal a eles (figura 5.8). Nesse caso, a intersecao entre os trés planos
é uma reta, que contém infinitos pontos; (iii) os trés planos sado distintos dois a dois, e
ambos possuem a mesma reta em comum (figura 5.9).

\

Figura 5.8: Dois planos coin- Figura 5.9: Trés planos dis-
Figura 5.7: Trés planos coin- cidentes e um transversal tintos dois a dois com uma
cidentes. com uma reta em comum. reta em comum.

c) Sistema Impossivel (5.1.): Neste caso, ndo haverd pontos que pertencam simultanea-
mente aos trés planos. Ha um total de 4 configuracoes possiveis para os planos: (i) dois
planos sdo coincidentes e o terceiro é diferente e paralelo a eles; (ii) dois planos sao di-
ferentes e paralelos e o terceiro é transversal a eles; (iii) os trés planos sdo distintos e
paralelos dois a dois; (iv) os trés planos sao transversais dois a dois e ndo possuem ponto
em comum.



Figura 5.10: Dois planos coincidentes e um
difetente e paralelo aos outros.

Figura 5.12: Dois planos coincidentes e um
difetente e paralelo aos outros.

Figura 5.11: Planos distintos e paralelos en-
tre si.

Figura 5.13: Planos distintos e paralelos en-
tre si.
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Nesta secdo, estudaremos as inequacdes que é um conceito matematico utilizado para repre-
esentar algebricamente um problema que envolve uma desigualdade. Vocé muito provavel-
mente ja estudou alguns tipos de inequacado no Ensino Fundamental. Assim como no caso de
sistemas lineares, as nocoes de funcdes afim e quadratica permitira que aprimoremos o0 Nosso
conhecimento sobre inequacdes e de como resolvé-las.

Locadora de carros (Adaptada do ENEM 2015)
.

Atualmente existem diversas locadoras de veiculos, permitindo uma concorréncia saudavel
para o mercado, fazendo com que os precos se tornem acessiveis. Nas locadoras Possante
(P) e Qualicarro (Q), o valor da didria de seus carros depende da distancia percorrida em km,
conforme o grafico abaixo:

Valor da didria (RS)

.

0 20 40 60 B0 100 120 140 160

Distincia percorrida (k)

a) Suponha que uma pessoa resolveu alugar um carro pela locadora () e pagou menos que
100 reais pelo valor da diaria. Quais os valores possiveis para a distancia que essa pes-
soa percorreu Com o carro?

b) Seum outro cliente alugar um carro, agora na locadora P e pagar no minimo 80 e no ma-
ximo 140 reais na diaria do veiculo, quais os possiveis valores para a distancia percorrida
com ele?

c) Qual a locadora mais vantajosa, em termos de custo do aluguel, para uma pessoa que
deseja alugar um carro para percorrer uma distancia total de 80km?

d) Para quais valores da distancia a ser percorrida de carro por uma pessoa, o custo do
aluguel serd o mesmo tanto para a locadora P quanto paraa Q)?

e) Para quais valores da distancia a ser percorrida de carro por uma pessoa, fica mais ba-
rato alugar o carro pela locadora P. E pela locadora Q?
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m[SelSNP4=\[m[m} INEQUAGCOES EM UMA INCOGNITA

O conceito de inequacao em Matematica é motivado pelo estudo de desigualdades entre duas
ou mais grandezas. Problemas com desigualdades surgem naturalmente no dia a dia e costu-
mam envolver as expressdes "mais’, menos", "maior do que" ou "menor do que". Por exemplo:
quais os dias de 2019 em que a temperatura maxima no Rio de Janeiro foi maior que em Salva-
dor? O desmatamento da Amazonia em 2018 foi menor que em 20207 Quais os dias do ano em
que o preco da passagem do dnibus esteve mais barata que o preco do trem? Quais 0s meses
do ano que a sua conta de luz custou mais que 150 reais?

Em Matematica, os simbolos «” e »” sao usados para representar, respectivamente, os termos
"menor do que" ou "maior do que”" Dessa forma, quando escrevemos 3 < 5 devemos ler: 3 é
menor do que 5. Quando escrevemos 8 > 1, lemos: 8 é maior do que 1.

Os simbolos ” < ” (menor do que ou igual a) e 7 > ” (maior do que ou igual a) também séo
utilizados em problemas matematicos envolvendo desigualdades.

Uma inequacdo, assim como uma equacao, também envolve duas expressdes matematicas
envolvendo uma ou mais incégnitas, porém, essas expressées nao se relacionam através de
uma igualdade e sim através dos dos simbolos >, <, <, ou >. Por exemplo:

a) r2+2r<5—ua
b) a? > b2+ 2

+
o) /mn < TR

Quando atribuimos valores as incégnitas de uma inequacao e obtemos uma desigualdade ver-
dadeira, dizemos que esses valores compdem uma solucdo da inequacdo. Na inequacao a)
acima, x = 1 é uma solucao, pois quando substituimos x por 1, obtemos 2 < 4 (2 é menor do
que 4) o que é uma desigualdade verdadeira. Ja x = 2 ndo é uma solucao, pois substituirmos x
por 2 obtemos 8 < 3 (8 é menor do que 3), o que claramente é falso. Na inequacao do item b),
oternodevaloresa =4,b=3ec=16éumasolucao, pois é verdade que 16 > 10 (16 é maior do
que ouiguala10). 0 mesmo vale paraoternoa = 5,b = 3 e ¢ = 4, visto que 25 > 25 (25 é maior
do que ou igual a 25).

Neste capitulo, vamos nos restringir ao estudo das inequacdes em uma Unica incégnita. O con-
junto solucao de uma inequacao em uma incégnita x é o total de valores do conjunto universo
(onde se considera previamente onde incégnita pode assumir valores) que ao serem atribuidos
a x, resultam numa desigualdade verdadeira.

Apesar de terem nomes parecidos, equacdes e inequacoes tém estratégias bem diferentes de
resolucao. Quando resolvemos a equacao z? = 25, sabemos que ha duas solucdes: uma é a raiz
quadrada de 25 e a outra, é o seu simétrico, pois dois nimeros opostos sempre tém o mesmo
quadrado. Logo,

t=+v25 xz=5o0uz=—b.

J& nainequacao x? < 25, se tentdssemos proceder de forma parecida ao exemplo de equacéo
e simplesmente "passar a raiz quadrada’, chegariamos a < ++/25, e poderiamos imaginar
que x < 5oux < —5. Como todo nidmero menor do que —5 evidentemente & menor do que 5,
poderiamos escrever apenas que = < 5 e achar que o conjunto solucéo da inequacao z? < 25
era dado por:

S={zeR|z <5}



porém, repare que —6 < —5, mas —6 ndo é uma solucdo da inequacdo x? < 25, pois (—6)? = 36
€ maior que 25! Assim, nao podemos simplesmente replicar para as inequacdes 0s mesmos

procedimentos algébricos usados para resolver equacdes, pois eles podem flevar a conclusdes
erradas!

Como fazer entao para resolver inequacdes corretamente? Na atividade Locadora de Carros
vocé comparou os valores dos precos oferecidos no aluguel de carros por duas locadoras. Am-
bos os precos variavam com o valor x da distancia percorrida pelo cliente. Assim, o preco do
aluguel do carro da primeira locadora era dado por uma funcao f e o da segunda, por uma fun-
cdo g, ambas dependentes da varidvel z. No item e) daquela atividade, vocé determinou quais

os valores de z para 0s quais a primeira locadora é mais barata, o que se traduz matematica-
mente na seguinte inequacao:

fx) < g(x).

Portanto, vocé foi capaz de resolver essa inequacao analisando os graficos dessas duas fun-
coes!

Resolvendo Inequacdes Graficamente

Considere, na imagem a seguir, as funcbes f e g e que P; e P, sao os Unicos pontos de
intersecdo entre os seus graficos.
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a) Resolver a equacao f(z) = g(x), geometricamente, significa buscar os valores de
x (abscissas) dos pontos que pertencam, simultaneamente, aos graficos das duas
funcdes f e g. Na figura acima, esses pontos sao P e P, e os valores de z a eles

associados sao x = x; e x = x5. LOgo, 0 conjunto solucado da equacao f(z) = g(z) é
S ={z1, 2}

b) Resolver a inequacéo f(z) > g(x), geometricamente, significa buscar as abscissas
dos pontos para os quais o valor da funcao f seja maior do que o da funcao g. Grafi-
camente, em um valor a fixado tem-se f(a) > g(a) quando o ponto do grafico de f
correspondente a a esta acima do ponto do grafico de g correspondente a a. Assim,
a solucdo da inequacao f(z) > g(z) corresponde aos intervalos do eixo x para os
quais o grafico de f esta acima do grafico de g. Na figura acima, a solucao consiste
exatamente nointervalo aberto |z, z5[. Note que os pontos z; e x, ndo sdo solucdes
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pois neles, as duas funcoes coincidem. Também poderiamos denotar esse conjunto
solucdopor S ={z € R|z; <z < x9}.

c) Resolver ainequacao f(z) < g(z), geometricamente, significa buscar as abscissas
dos pontos para os quais o valor da funcao f seja menor do que o da funcao g. Gra-
ficamente, em um valor a fixado tem-se f(a) < g(a) quando o ponto do gréfico de
f correspondente a a esta abaixo do ponto do grafico de g correspondente a a. As-
sim, a solucao da inequacao f(x) < g(x) corresponde aos intervalos do eixo x para
os quais o grafico de f esta abaixo do grafico de g. Na figura acima, a solucao con-
siste exatamente aos ndmeros reais que pertencem ao intervalo aberto | — oo, x4
ou ao intervalo |x,, +0o[. Note que os pontos z; e x5 ndo sdo solucdes pois neles, as
duas funcdes coincidem. Também poderiamos denotar esse conjunto solucao por
S={zeR|z<zouz >y}

d) O conjunto solucéo S da inequacéo f(z) < g(x) equivale unir os conjuntos solucées
da inequacao f(z) < g(x) e da equacao f(x) = g(x). Logo, S é o intervalo fechado
[1,29]. Também podemos escrever S = {z € R | z; < z < x5}. O mesmo raciocinio
vale para detemrinar o conjunto solucao da inequacao f(z) < g(z).

e) Resolver a inequacdo f(z) < 0 significa buscar os valores de z nos quais a funcéo f
é menor que zero, ou seja, é negativa. Note que nessa inequacao, estamos compa-
rando duas funcbes também, a saber, a funcao f e uma funcao h(x) = 0, cujo grafico
é o eixo dos z. Assim, , os valores de z para os quais f(z) < 0 estdo nos intervalos
do eixo x para os quais o grafico de f estd abaixo desse eixo (desconsiderando os
valores de x nos quais o grafico esta exatamente sobre o eixo z!). O raciocinio para o
conjunto solucdo da inequacao f(x) > 0 é o mesmo, considerando agora os valores
de x para os quais o grafico de f esta acima do eixo z.

===nw=\sull INEQUACOES EM UMRA INCOGNITR
Poténcia de uma Lampada

.

As redes elétricas de alguns estados do Brasil sdo projetadas para receberem uma tensao
de 127V (Volts), porém existe uma variacdo natural nesse valor. As concessionarias estipu-
lam uma variacao maxima entre 116V e 133V e todos equipamentos fabricados no pais sao
testados para suportar essa variacdo de tensao. Oscilacdes maiores na rede elétrica podem
comprometer a poténcia dos eletrodomésticos e até mesmo avaria-los.

A poténcia de uma lampada estd relacionada a tensao da rede elétrica e a resisténcia da lam-
pada. Em Fisica, verifica-se que essa relacao se da através da seguinte férmula:

V =P R,

onde P representa a poténcia da lampada, medida em Watts (W), VV é a tens&o da rede medida
em Volts (V) e R é a resisténcia da lLampada medida em Ohms (2). Suponha que uma ldmpada
de quintal tenha uma resisténcia de 144(). O grafico de V em funcao P é dado na figura abaixo:
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a) Desenhe no eixo vertical o segmento que corresponde ao intervalo de variacdo de valo-
res da tensdo da rede estipuladas pelas concessiondrias brasileiras.

b) Desenhe no eixo horizontal, o segmento que corresponde ao intervalo de variacdo da
poténcia da lampada, sabendo-se que a tensao V oscila no intervalo 116 < V < 133. Em
seguida, calcule o valor minimo e maximo atingidos pela poténcia desta ldmpada.
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Estudando o sinal de uma funcao afim com o GeoGebra
r

Vamos fazer uma construcdo usando o GeoGebra. Siga os seguintes passos:

(1) Abra ajanela gréfica e escreva y = ax + b no campo de entrada e tecle ENTER

SISTEMAS LINEARES E INEDLJHL,_CH:‘:.] CAPITULO

B o m v
a=1

O
5 - 5 ®
b=1

O
5 - 5 ®

Observe que o GeoGebra denominou por f a funcao que associa = e y por meio da expressao
analitica y = ax + b e gerou, automaticamente, dois controles deslizantes para os valores de
a e b, variando de —5 a 5. Movimente os controles deslizantes e verifique o que ocorre com a
funcao.
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(2) Toque em e em seguida em an Toque no eixo x,; assim, vocé criou um
ponto (A) que se movimenta liviemente sobre a reta.

(3) Digite (x(A)Lf(x(A))) no campo Entrada. Essas sao as coordenadas de um ponto
B que esta na reta que representa a funcéao f. Movimente o ponto A e observe
como B se movimenta.

(4) Toque novamente em e, em seguida, em ' Toque sequencialmente em
AeB.

T

s

(9) Ainda no menu , toque em Ra@zes e, em seguida, na reta que representa a
funcéo f.

Agora vamos explorar um pouco a sua construcao?

a)

b)

o

d)

e)

Ajuste o controle deslizante a para um valor maior que zero. A funcao f exibida é cres-
cente ou decrescente?

Ainda com o mesmo valor usado em a), movimente o ponto A pelo eixo z, deslocando-o
inicialmente para os valores mais negativos de x que vocé consiga visualizar em sua tela.
Agora, movimente lentamente o ponto A para a direita, no sentido positivo do eixo z. 0
que vocé observa sobre o vetor AB?

Retorne o ponto A para a esquerda do eixo x. Movimente o controle deslizante a de
forma que ele assuma um valor menor que zero. A funcao f agora é crescente ou de-
crescente?

Mantendo o mesmo valor para a usado no item c), movimente lentamente o ponto A no
sentido positivo do eixo x. O que vocé observa em relacao ao vetor AB?

Como vocé pode relacionar a raiz da funcdo (abscissa do ponto ') com o que vocé ob-
servou sobre o vetor AB nos itens b) e d)?




m=leiz\4s\[s[s} INEQUAGCOES POLINOMIAIS DE GRAU 1

InequacBes cujas expressdes envolvem somas e diferencas de constantes ou de multiplos
constantes da incognita x sao chamadas de Inequacdes Polinomiais de 1° grau. Abaixo temos
alguns exemplos de inequacdes polinomiais de 1° grau:

a) 2z +5>0;
b) 4z — 7 <5 — 2x;

c) 13z +8 > —6u.

Repare que as expressées que aparecem a esquerda ou a direita do sinal de desigualdade sao
dadas por funcdes afins ou funcdes constantes. Utilizando o que aprendemos na secao anterior,
ja é possivel encontrar as solucdes de todas essas inequactes. Por exemplo, para resolver a
inequacao do item b), basta esbocarmos os graficos das funcdes f(x) =4z — Teg(x) =5 — 2z
e observarmos os valores de z para os quais o grafico de f fica abaixo do gréafico de g¢:
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9

6

-6

..7f

Para encontrar a abscissa do ponto de intersecdo dos gréaficos, basta resolver a equacao f(x) =
g(z). Temos:

flz)=g(x) <= 4o —-T=5-20r <= 4o +2x=5+7 < 6xr=12 " z=2.

Assim, os pontos do grafico de f estdo abaixo dos de g sempre que z < 2. Portanto, o conjunto
solucdo desta inequacao é o intervalo | — oo, —2[.

Estudaremos nessa secao uma maneira alternativa de se resolver inequacdes do 1° grau, que
se resume a analisar o sinal da imagem de uma funcao afim. Consideremos uma funcao afim
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f(z) = ax + b. Estudar a variacdo do sinal dessa funcao significa indicar para que valores de x
a funcao f é positiva, para que valores é negativa e para que valor ela se anula. A resposta a
essa questdo vem a partir do estudo do seu gréfico, mas pode ser resumido a partir da analise
da variacao do crescimento da funcado e do valor de z no qual ela se anula (zero da funcao f).

Lembre-se que a funcdo afim f(z) = ax + b se anula em um Unico valor, a saber, na solucdo da
equacaoax+b=0,ousejazr = —g. Portanto, (—%, 0) é ponto do grafico de f, localizado sobre
o eixo x. Como o grafico da funcao afim é uma reta, esta ira intersectar o eixo = precisamente
no ponto (—2,0).

Vamos esbocar o grafico dessa funcao, mas de maneira resumida, sintética - quase uma cari-
catura da funcao, focados em analisar o comportamento do sinal da imagem de f. Temos duas
possibilidades: essa funcao pode ser crescente, se tivermos a > 0, ou decrescente, se tivermos
a < 0.

f é crescente f é decrescente
a>0 a<0

Observe que quando f é crescente, os valores de z que se localizam a esquerda do zero da
funcdo (ou seja, z < —2) correspondem a pontos da reta que se localizam abaixo do eixo z,
para os quais os valores das imagens f(z) sao negativos. Por outro lado, os valores de = que
se localizam a direita do zero da funcao (ou seja, = > —g) correspondem a pontos da reta que
se localizam acima do eixo «x, para 0s quais os valores f(z) das imagens sdo positivos.

De modo similar, quando f é decrescente, os valores de x que se localizam a esquerda do zero
da funcao (ou seja, = < —2) correspondem a pontos da reta que se localizam acima do eixo «,
para os quais os valores das imagens f(z) séo positivos. Por outro lado, os valores de x que se
localizam a direita do zero da funcao (ou seja, = > —3) correspondem a pontos da reta que se
localizam abaixo do eixo z, para os quais os valores f(z) das imagens sao negativos.



x=-b/a=>f(x)=0 x=-b/a=>f(x)=0
x<-b/a=>f(x)<0 x<-b/a=>f(x)>0
x>-b/a=>f(x)>0 x>-b/a=>f(x)<0

Uma propriedade que as desigualdades possuem, similar a da igualdade, é que ela se preserva
quando somamos ou subtraimos um mesmo nimero real nas expressoes a esquerda e a direita
que a compoem, isto é:

a<b < a+c<b+ec

Podemos nos convencer sobre esta propriedade interpretando-a na reta numérica: sea < b
entao a aparece na reta numeérica a esquerda de b. Se somarmos um nlmero ¢ ao ndmero a, 0
efeito geométrico na reta sera de uma translacdo de |c| unidades do ponto a para o pontoa + ¢,
que sera para a direita quando ¢ > 0 e que sera para a esquerda quando ¢ < 0.

C C
P/\.\ /-A-\
g - .

a+c b+c

Vamos retomar o exemplo da inequacao 4x — 7 < 5 — 2x. Substraindo o nimero real 5 nos dois
termos da desigualdade, obtemos:

dr —7<5—-2r <= 4z —-T7-5<b—-2x—-5 < 4z —12 < 2z,
e agora, somando o ndmero 2z em ambos os termos, concluimos que:
dr —T<b—-2r < 6zx—12<0,

ou seja, a desigualdade dada pela inequacao 4z — 7 < 5 — 2z é equivalente a desigualdade
6x — 12 < 0. Portanto, os valores de x que sd@o solucfes da inequacao 4z — 7 < 5 — 2z sao
exatamente os mesmos que estdo no conjunto solucao de 6x — 12 < 0. Dessa forma, resolver a
primeira inequacdo equivale a resolver a segunda. Por sua vez, 6x — 12 < 0 pode ser resolvida
usando o estudo da variacao do sinal da funcdo afim f(x) = 6z — 12. O zero de f é dado pela
solucao da equacao 6z — 12 = 0, logo « = 2. Como f é crescente, o grafico de f fica:

SISTEMAS LINERRES E INECLLJF!L__IjES] CARITULD



SISTEMRAS LINEARES E INEI:LI_IF{L__IjESJ CARITULD

Como queremos f(z) < 0, a parte do grafico que fica abaixo do eixo = é exatamente aquele que
fica sobre o intervalor | — oo, 2, portanto esse é o conjunto solucao da inequacdo.

Com base no que fizemos, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema: Toda inequacao polinomial do 1° grau pode ser reduzida a uma inequacao da
forma f(x) < 0, f(z) > 0, f(z) < 0ou f(x) > 0, onde f é uma funcao constante ou uma
funcao afim.

Vamos fazer mais um exemplo: resolveremos a inequacao polinomial do 1° grau abaixo:

x+8(3x—2)§4+5§.

Primeiro vamos resolver a distribuitiva e reduzir a expressao a esquerda do sinal de desigual-

dade: . 5
24240 —16 < 4+§ e 2/r—16< 4+§.

Agora, vamos obter uma inequacao equivalente cujo termo a direita do sinal de desigualdade
seja zero. Para isso, basta subtrair das duas expressdes o nimero 4 + 5?‘”:

5 5 5 5
%1 —16< 4+ 2 = 2Wr—16— A+ =)< 4+ 2 (442
3 3 3 3
= 253:—16—4—5% <0
70x
— —20<0.
3
Basta analisar o sinal da funcao afim f(z) = 707“" — 20. Primeiro encontramos o zero dessa
funcao:
70 70 6
Fz) =0 %—20:0 — %:20 — T0r=60 < r=_.

Como queremos resolver f(z) < 0, a solucdo inclui tanto os valores de = que anulam a funcdo
(ou seja, z = %) como aqueles que correspondem a parte do grafico que fica abaixo do eixo x
(z < g).



Portanto, a solucao ainequacéoé S ={z e R|z < g} ou entdo, usando a notacdo de intervalo,
S =] -0, 9.

SN mzNnul INEQUAGCOES POLINOMIRAIS DE GRAU 1

Comparando precos em Lan Houses
r

Em alguns lugares onde é ha baixo acesso a internet, ainda existem as Lan Houses, que sao
estabelecimentos comerciais que ofertam servico de internet para seus clientes usarem du-
rante um certo periodo de tempo. A Lan house Net-Agil cobra 5 reais por acesso e mais 1real
por hora utilizada. Ja na Lan House Mega-Conexao, a cobranca é de 2 reais por hora. Ambas
as Lan Houses cobram por fracdes de hora.

a) Se um cliente permanecer na Lan House NetAgil por 3h15min, qual serd o valor a ser
pago? E se escolher a Lan House Mega-Conexdo, quanto deverd pagar ao final desse
periodo?

b) Para usar os computadores e internet por 6h10min, qual das duas Lan House seria a
melhor escolha?

c) Escreva a expressdo algébrica que define a funcdo f e que retorna a cada tempo = em
horas o valor a ser pago em reais na Lan House Net-Agil.

d) Escreva a expressao algébrica que define a funcdo g e que retorna a cada tempo x em
horas o valor a ser pago em reais na Lan House Mega-Conexao.

e) Suponha que as duas Lan Houses funcionam das 8h as 20h. Para que valores de x a Lan
House Mega-Conexdo é mais vantajosa?
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Elaborando um problema de inequacées
.

Elabore problemas do seu cotidiano que sejam representados pelas inequacdes abaixo. Em
seguida, resolva as inequacdes.

a)2x—3>0

b) 4 —x <1+ 8z.




== Hu/==\a[all INEQUAGCOES POLINOMIAIS DE GRAU 2
Variacdo do Délar
r

A cotacao cambial do Délar € um importante atributo para qualquer pais e impacta varios
indicadores econdmicos, como inflacao, balanca comercial, divida externa entre outros.
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Suponha que em um determinado dia, a variacao percentual y do Délar, frente o Real, tenha
sido descrita pela seguinte funcao:

y=—0,02t2+0,3t, 9<t<17,

onde t é medido em horas. Quando a variacao percentual do Délar é positiva, a moeda ameri-
cana esta se valorizando em relacao ao Real, enquanto que quando esta variacao é negativa,
o délar esta se desvalorizando em relacao ao Real.

a) Faca um esboco do grafico da funcdo y = f(¢) que descreve a variacdo percentual do
délar em funcdo do tempo, no dia informado no enunciado;

b) Em qual periodo desse dia o délar se valoriza em relacdo a nossa moeda?

c) Em qual periodo desse dia o délar se desvaloriza em relacdo ao Real?

d) Escreva algebricamente as perguntas dos itens b) e c);




CAPITULD
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Estudando o sinal de uma funcao quadratica com o GeoGebra Atividade 23

.

Vamos fazer uma construcao usando o GeoGebra. Siga os seguintes passos:

1- Abra a janela grafica e escreva y = a(z — p)? + ¢ no campo de entrada e tecle ENTER;

(]

-

Pantol EixaX) °

=

Observe que o GeoGebra denominou por f a funcao que associa = e y por meio da lei algébrica

y = a(z — p)? + ¢ e gerou, automaticamente, trés controles deslizantes para os valores de q,
p e ¢, variando de —5 a 5. Movimente os controles deslizantes e verifique o que ocorre com a
funcao. Quais os significados geométricos, na parabola, dos parametros a, p e ¢?

A
-

Toque em ﬂ e em seguida em i, Toque no eixo X,; assim, vocé criou
um ponto (A) que se movimenta livremente sobre a reta.
Digite (x(A)Lf(x(A))) no campo Entrada. Essas sao as coordenadas de um
ponto B que esta na parabola que representa a func¢ao f. Movimente o ponto
A e observe como B se movimenta.
Toque novamente em E e, em seguida, em "““", Togue sequencialmente
emA e B.

s
Ainda no menu , toque em Raizes e em seguida, na parabola que
representa a funcgao f.



Agora vamos explorar um pouco a sua construcao?

a) Ajuste o controle deslizante a para um valor maior que zero. Como estd a concavidade
da funcao f?

b) Mantenha o controle deslizante « fixo com o valor usado no item a). Arraste o ponto A
para o canto mais esquerdo do eixo x e ajuste os controles p e ¢ de forma que tenhamos
duas raizes para a funcao f. Qual o sinal do discriminante A?

c) Movimente lentamente o ponto A no sentido positivo do eixo z. O que vocé observa
sobre o vetor AB? Descreva a posicao desse vetor de acordo com as raizes da funcao f.

m[=eiz\p4=\\[u[s}l INEQUAGCOES POLINOMIAIS DE GRAU 2

Nesta secdo, estamos estudando as chamadas inequacbées polinomiais de grau 2. Tais inequa-
coes sao aquelas cujas expressoes algébricas envolvem somas de constantes ou de multiplos
constantes da incognita ou do seu quadrado. Abaixo temos alguns exemplos de inequacdes
polinomiais de 2° grau:

a) 222 +4x < 5 — 4ux;
b) 4—@2—932'

c) bx — 22 > 1.

Utilizando o argumento, visto na secao anterior, de somar um mesmo nimero real nas duas
expressoes de uma desigualdade, podemos concluir o seguinte resultado:

Teorema: Toda inequacao polinomial do 2° grau pode ser reduzida a uma inequacao da
forma f(z) <0, f(z) > 0, f(z) < 0ou f(z) > 0, onde f é uma funcdo constante, afim ou
quadratica.

Para resolver qualquer inequacao polinomial do 2° grau, aprenderemos a fazer o estudo do
sinal de uma funcao quadratica.

Vamos considerar uma funcao quadratica f(x) = ax2 + bz + ¢ cujos zeros podem ser determi-
nados por meio da formula:
—b+ VA
r=—

2a
Como vimos nos Capitulo de Funcao Quadratica, quando:
B A > 0= ftem exatamente dois zeros distintos;
B A=0= ftemum dnico zero;

B A < 0= fnao possuizeros.
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Além disso, a concavidade do gréafico (parébola) é determinada pelo valor do coeficiente a: se
a > 0, entdo a parabola apresenta concavidade voltada para cima; se a < 0, entao a parabola
tem concavidade voltada para baixo.

O estudo da variacao do sinal de uma funcao quadratica é feito a partir do esboco de seu grafico,
considerando a posicao da parabola que a representa em relacdo ao eixo x. Vamos ver alguns
casos?

1° caso:) Sea > 0, o grafico de f tem concavidade voltada para cima, e dai temos trés possibilida-

des: ou a pardbola esté localizada totalmente acima do eixo z, ou ela intersecta o eixo x
em exatamente um ponto ou entao intersecta o eixo dos x em dois pontos. Lembramos
que, no primeiro caso temos A < 0, no segundo A = 0 e no terceiro, A > 0. Portanto,
no primeiro caso, os valores da funcao f sao positivos para todo z; no segundo caso, f é
positiva para todos os valores de z, exceto no seu zero (que corresponde ao ponto onde a
parédbola "toca" o eixo x) e no terceiro caso, se x; e 9 SA0 0S Seus zeros, r; < Ty, entao f
se anula nesses dois valores, f(x) é negativa paraz; < x < x5 (sobre esse intervalo a pa-
rabola fica abaixo do eixo x) e f(x) é positiva para z < z; ez > z, (sobre esses intervalos
a parabola fica acima do eixo s).

A<0 A=0 A=0

Paratodo X € R = f (x>0 xXEX

(2° caso) Sea < 0, 0 grafico de f tem concavidade voltada para baixo, e dai temos trés possibilida-

des: ou a parabola esta localizada totalmente abaixo do eixo x, ou ela intersecta o eixo x
em exatamente um ponto ou entao intersecta o eixo x em dois pontos. No primeiro caso,
os valores da funcao f sao negativos para todo x; no segundo caso, f é negativa para to-
dos os valores de z, exceto no seu zero (que corresponde ao ponto onde a parébola "toca”
0 eix0 x) e No terceiro caso, se x; e x4 SA0 0S Seus zeros, r; < Ty, entao f se anula nesses
dois valores, f(x) é positiva para z; < z < x5 (sobre esse intervalo a parabola fica acima
do eixo x) e f(z) é negativa parax < z; e x > x, (sobre esses intervalos a parabola fica
abaixo do eixo ). Construa as posicdes dos graficos correspondentes a esse caso!

Vamos agora aplicar o estudo do sinal da funcao quadratica para resolver algumas inequacoes:

Exemplo 1: Resolva a inequacéo —z? < z — 12.

Primeiramente, vamos obter uma desigualdade equivalente onde o termo a direita do sinal "<"
sejaigual a zero. Para isso, basta somar (—x + 12) nos dois lados da inequacdo:

—? (—r+12) Sz - 124 (—2+12) = —2?-2+12<0.



Basta entdo resolver a inequacdo —x? — z + 12 < 0. Para isso, analisaremos o sinal da funcéo
quadrética f(x) = —2? —2+12. Ela tem dois zeros, a saber, z; = —4 ez, = 3 ea concavidade de
seu gréfico é voltada para baixo, pois o coeficiente de 2% é negativo. Agora, podemos organizar
o desenho da andlise do sinal de f:

Como queremos resolver f(z) < 0 as solucbes sao dadas tanto pelos valores de 2 que anulam
f como também por aqueles que correspondem aos pontos do grafico que ficam abaixo do eixo
x. Portanto, esses valores sao exatamente aqueles que estdo a esquerda de —4 ou a direita de
3, incluindo esses dois nimeros. Logo:

S={zeR|z<—-4ouzxz >3}
Repare que o conjunto solucao é dado por uma uniao de intervalos. Podemos escrever

S =] — 00, —4] U [4, +o0].

Exemplo 2: Resolva a inequacdo (z — 2)% +4 > 2(z — 3).
Vamos desenvolver as expressdes nos dois lados da inequacao:
(x—2)2+4>2(az—%) iffr? —dr+44+4>20—-1 <— 22 —4x+8>2zx—1.
Somando —2z + 1 nas duas expressoes da inequacao, conseguimos reduzi-la a:
2 —dr+8+ (20 +1)>20 -1+ (—20+1) <= 2> —62+9>0.

Escrevendo f(z) = 2% —62+9, devemos resolver a inequacdo f(z) > 0. Paraisso, analisamos o
sinalde f. Esta funcao possuiapenas x = 3 como zero e a concavidade do seu grafico é voltada
para cima, pois o coeficiente de z2 é positivo. Portanto, o desneho da anélise de sinal de f é:

SISTEMAS LINEARES E INEDLJHL,_CH:‘:.] CAPITULO




O conjunto solucao da inequacdo f(x) > 0, consiste em todos os valores de x sobre os quais o
grafico de f fica acima do eixo z, 0 que ocorre para qualquer nimero real exceto z = 3, onde
o grafico intersecta o eixo z (isto é, f se anula em x = 3). Portanto, o conjunto solucdo dessia
inequacao é:
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S={zeR|z#3}=R—-{3}.

=iznmz\ ==l INEQUAGCOES POLINOMIAIS DE GRAU 2
Concentracao de alcool no sangue

r
(Adaptada de Cespe - PRF)

Considere que o nivel de concentracdo de alcool na corrente sanguinea, em g/L, de uma pes-
soa, em funcao do tempo ¢, em horas, seja expresso por N = —0,008(t2 — 35t + 34). Considere,
ainda, que essa pessoa tenha comecado a ingerir bebida alcodlica a partirdet = t, (N (ty) = 0),
partindo de um estado de sobriedade, e que tenha parado de ingerir bebida alcodlicaemt = ¢4,
voltando a ficar sébria em ¢ = t,. Considere, por fim, a figura a seguir, que apresenta o grafico
da funcdo N(t) parat € [tg, t5].

g\L
4 concentragdo de alcool no sangue (/L)

Com base nessas informacdes e tomando 24,3 como valor aproximado de /589, analise a afir-
mativa a seguir:

“0 nivel de concentracao de alcool na corrente sanguinea da pessoa em questao foi superior
a lg/L por pelo menos 23 horas."




= Hn/sz\nsl INEQUARGCOES PRODUTO E QUOCIENTE

Inequacoes produto ou quociente de funcoes de grau 1 Atividade 25
r
Usando o GeoGebra, vamos plotar o grafico das seguintes funcdes:
i) y=2zx+4
i) y=x—1

O GeoGebra denominara automaticamente essas duas funcdes por f e g, respectivamente.

a) Quais sdo as raizes de f e de g?

b) Descreva a variacdo do sinal dessas duas funcdes.

Toque em ! e em seguida em ", Toque no eixo x, assim, vocé criou um ponto (A) que se
movimenta livremente sobre o eixo .

Digite no campo entrada (x(A), f(z(A))) e (x(A), g(x(A))). O GeoGebra nomeard, automatica-
mente, esses pontos como Be C.
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II:!>

-6 -4 220 2 4 6

-4

@ f:y=2x+4

® g:y=x-1
A = Ponto(EixoX)

Q@
—  (—4.7501521945323,0)

/
Toque novamente em ! e, em seguida, em veor, Toque sequencialmente em A e B e, em

seguida, em A e C, criando os segmentos orientados ,@ e 1@

=~ 2 e

-4

® g:y=x-1

A = Ponto(EixoX)
-~ (-4.0)
B = (x(A).f(x(A)))

— (~4,-4)

C = (x(A),g(x(A))) °

™

Em seguida, ainda no menu !, toque em raizes @, em seguida, em cada uma das duas retas
que representam as funcdes f e g, nessa ordem. Na tela vocé vera os pontos F e F, raizes das
funcdes f e g, respectivamente.



I1I
¢
o

u = Vetor(A,B)

s 0
i (2 43?4271044886)

v = Vetor(A, C)

v 0
- (71.781286447755?)

c) Movimente o ponto A e descreva as possiveis posicdes relativas de A_B> e z@

d) Em que intervalos 1@ e ﬁ estdo ambos abaixo do eixo z (ou seja, para que valores de
x as funcdes f e g sdo negativas)?

e) Em queintervalos 1@ e ﬁ estdo ambos acima do eixo z (ou seja, para que valores de x
as funcdes f e g sdo negativas)?

f) Em que intervalos 1@ e 1@ estdo em sentidos opostos (ou seja, uma é positiva e outra
é negativa)?

g) Vamos considerar agora a funcao h(z) = f(z) - g(z). Qual serd o sinal de h(z) quando
r < —2?7Equandox > 1? Equando -2 < x < 1?7 Equandoz = —2ouz =17

~

(x

z)

~—

h) Faca o mesmo tipo de anélise conduzida no item anterior para a funcéo ¢(z) =

Q
—

i) A partir do que vocé percebeu acima (e sem desenvolver o produto), responda: qual a
solucdo da inequacao f(x) - g(x) < 0?

f(x)

j) Equal a solucao da inequacdo ﬁ > 07 Osvalores x = —2 e x = 1 estao no conjunto
glx

solucdo dessa inequacao? Justifique sua resposta.
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m[=leiz\v4=\\[s[s} INEQUAGCOES PRODUTO E QUOCIENTE

Vamos considerar duas funcdes f e g quaisquer na varidvel z. As inequacdes f(x) - g(x) < 0,
f(z)-g(x) >0, f(x)-g(x) < 0ou f(x) - g(x) > 0 sao denominadas inequacbes-produto. Da

mesma forma, as inequacoes AT 0, M > 0, M < Oou M > 0 sao denominadas
9(x) 9(x) 9(x) g(x)

inequacbes-quociente.

Aresolucdo de uma inequacao-produto ou de uma inequacao quociente pode ser determinada
a partir do estudo conjunto da variacao do sinal dos termos envolvidos no produto ou no quo-
ciente em questao, tomando como parametros de analise as raizes dessas funcoes.

Vamos ver alguns exemplos?

4Y[ZHe¥W Resolver ainequacdo (4 — 3z)(2z +3) > 0 \

Vamos considerar as funcoes f;(x) = 4—3z e fy(z) = 22+ 3. Esbocando os graficos dessas
funcoes em um mesmo sistema de eixos cartesianos e assinalando as raizes de cada uma
delas, obtemos:

Raiz de f;: Raiz de f5:

4—3.7::0<:>:L‘:%l 2x+3x:0<:>x:_g

@ fi(x)=4-3x

® fAx)=2x+3

A = Raiz(f)
@

— (-15,0)

B = Raiz(f;)
@]

— (1.3333333333333,0)

Podemos verificar que f; é positiva até a suaraiz % e que se torna negativa depois, enquanto
fo € negativa até a sua raiz —%, tornando-se positiva depois. Temos entao, como parame-

tros para estudar a variacao do sinal do produto dessas duas funcdes, os valores x = % e
T = —%. VVamos, para facilitar essa analise, setorizar esse grafico, tracando retas perpendi-

culares ao eixo das abscissas por esses parametros.




B z< —3 = f, é positiva e f, é negativa, logo, f; - f, é negativa.

3 4 . o . . . .
[ | —3 <z < 3 = f, € positiva e f, é positiva; logo, f; - fy € positiva.

m o> % = f1énegativa e f; é positiva; logo, f; - fo € negativa

Veja esses intervalos associados as regides do grafico:

<3 B 2
D 95513 T3
f1>0 f1>0 f1<0
f2<0 f2>0 f2<0
fi-fa<0 fi-fa>0 fi-fa<0

Retomando a inequacgao (4 — 3x)(2z 4+ 3) >, observamos que sao pedidos os valores que
sdo maiores ou iguais a zero, logo, sao os intervalos positivos incluindo os pontos em que
se tem o produto f; por f, nulo. Temos entao

3
S = R;—=
{1‘6 Ty

<e<i)
$ —_—
-3
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Note que precisamos usar o sinal < para que pudéssemos indicar no conjunto solucao

ue os valores z = —3 ez = % também satisfazem a inequacdo, ou seja, que quando
3 ;

7

temos x = —% ouz = 3, 0produto f; - f, € nulo e que, portanto, atendem a desigualdade
(4—3z)(2x+3) > 0.

0 mesmo tipo de analise que realizamos para resolver o exemplo 1 pode ser usado para situ-
acdes que envolvem produto ou quociente com funcées polinomiais do 2° grau. Vejamos um
exemplo.

(V[ NeWA Resolver a inequacdo (1 — 4x?)(2x* + 3xz) > 0 \

Vamos considerar as funcées f;(r) = 1 — 422 e 222 + 3z . Esbocando os graficos dessas
funcdes em um mesmo sistema de eixos cartesianos e assinalando as raizes de cada uma
delas, obtemos:

Raiz de f;: Raiz de fs:

1 1 3
1—4x2:0<:>x:—§;:c:§ 2$2+3JJ:O<:>1‘=0;:L':—§

=]

@ fx)=1-4x

@ filx) =2x*+3x

Py 2 . 1 . 1 P2
Podemos verificar que f; é negativa para valores de x menores que —5 e maiores que 5 e e

positiva para valores de x entre —% e % Por outro lado, f, é positiva para valores de x meno-
res que —% e maiores que zero e negativa para valores de = entre —% e zero. Temos entao,
como parametros para estudar a variacao do sinal do produto dessas duas funcdes, os va-

lores (ordenados) z = —%, T = —%,z =0e % Vamos, para facilitar essa analise, setorizar

esse grafico, tracando retas perpendiculares ao eixo das abscissas por esses parametros.




i o s g s, e s e

Sao entao 5 intervalos a considerar:

w

r < —35 = fj énegativa e f, é positiva; logo, f; - f, é negativa

—% <z< —% = f; énegativa e f, é negativa; logo, f; - fo € positiva

0<z< % = f, é positiva e f, é positiva; logo, f; - f, € positiva

|
|
[ ] —% <x <0 = f, épositiva e f, é negativa; logo, f; - f2 é negativa
|
|

x> % = [ é negativa e f, é positiva; logo, f; - fo é negativa

\: .

< —=

f1<o0
Jo>0

Ji-fa<0

3
2

<xr << 1 1< <0 0< <1 >1
T 5 5 T T 5 T 5
f1<o0 fi>0 f1>0 f1<o0
f2<0 f2<0 f2>0 f2>0
“fa>0 Ji-f2<0 fi-fa>0 Ji-fa<0

Além disso, vamos analisar como se comporta esse produto nos valores que sdo raizes das

funcoes:

[ | x:—% — fl(

W =0

1
[ | x =3

= f2(0)

= fi(3)

3) =0, logo f - f, ézero
0, logo fy - fo é zero.

0, logo f; - fo é zero.
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Retomando ainequacao, observamos que sao pedidos os valores que sao maiores que zero,
logo, sao os intervalos estritamente positivos para o produto f; por f, que satisfazem a
inequacao. Temos entdo

3 1 1
R; —— —= —
{we ; 2<91:< 2OuO<;U<2}

Note que precisamos usar o sinal < para que pudéssemos indicar no conjunto solucao
que os valores z = —% ex = % também satisfazem a inequacao, ou seja, que quando
temos x=-3/2 ou x=4/3, o produto f; - f5 € nulo e que, portanto, atendem a desigualdade
(4 —3z)(2x 4+ 3) >.

Se a inequacao que esta sendo resolvida € um quociente, o processo é analogo. Precisamos
apenas estar muito atentos a questdao de que em um guociente nao se pode anular o deno-
minador, o que implica que raizes associadas as funcdes que estiverem como divisores nao
podem fazer parte do conjunto solucdo da inequacao. Vejamos alguns exemplos.

(YN K:N Resolver a inequacdo (2 — 3x) /(222 + 3z — 2) <0 \

Vamos considerar as funcées f;(z) = 2 — 3z e fy(z) = 222 + 3z — 2. Esbocando os gréaficos
dessas funcées em um mesmo sistema de eixos cartesianos e assinalando as raizes de
cada uma delas, obtemos:

Raiz de fi: Raiz de fs:

2 1
2-82=0 « z=g 2:E2+3:E—2:0<:>x:—2;1‘:§

Podemos verificar que f; é positiva para valores de x menores que % e negativa para valores
de x maiores que % Por outro lado, f5 é positiva para valores de x menores que —2 e maiores
que % e € negativa para valores de z entre —2 e % Temos entao, como parametros para
estudar avariacao do sinal do produto dessas duas funcées, os valores (ordenados) x = —2,




x = % ex = % Vamos, para facilitar essa analise, setorizar esse grafico, tracando retas

perpendiculares ao eixo das abscissas por esses parametros.

e

Sao entao 4 intervalos a considerar:
B <2 = f, épositiva e f, é positiva; logo, % € positiva
B 2<z< —% = f} é positiva e f, é negativa; logo, % é negativa
[ | % <z < % = f} é positiva e f; é positiva; logo, % é positiva

B r>2 — f énegativae f, é positiva; logo, % é negativa

o '

] H

) i

éﬁ H H 1
'

< 3 3< < 1 1< <0 >1
TSy 72 STS Ty 9 =7 Ty
fi<o f1i<o0 fi>0 f1<O0
f2>0 f2<0 f2<0 f2>0
Ji-f2<0 Ji-fa>0 Ji-fa<0 Ji-f2<0

Além disso, vamos analisar como se comporta esse quociente nos valores que sdo raizes
das funcoes:

B rx=-2 = f3(—2)=0,logo, % nao existe nos reais quando x=-2

SISTEMAS LINEARES E INEDUHL,_LH:‘:.] CAPITULD




SISTEMRAS LINEARES E INEI:LI_IF{L__IjESJ CARITULD

B = % = fz(%), logo, % ndo existe nos reais quando x = %
B oz= % = f2(0) = 0, logo, % é zeroquando z = %
; ~ — 3z 3 _ )
Retomando a inequagao ———-—— < 0 observamos que sao pedidos os valores que sao
222 + 31 — 2

menores ou iguais a zero, logo, sao os intervalos estritamente negativos para o quociente
f1 por fo, além dos valores para x gue tornam esse quociente nulo. Temos entao

1 1
S = R; -2 - > —
{336 ; <1‘20uw_2}

Note que precisamos usar o sinal para que pudéssemos indicar no conjunto solucao que o

valorx = % também satisfaz a inequacao, mas ja para os valoresx = —2ex = % usamos
apenas a desigualdade, sem o igual, poisemz = —2ex = % a funcao quociente nao esta
definida.

Vamos ver um ultimo exemplo? Quando trabalhamos com inequacées produto ou quociente,
podemos trabalhar com varias funcoes, nao somente com duas. Vejamos agora um exemplo
com 3 funcdes.

Resolver a inqeuacdo (z — 1)(z — 2)/(z* + 7Tz + 12 < 0) \

Vamos considerar as funcées fi(z) =z —1e fy(z) = x = 2e f3 = 27z + 12. Esbocando
os graficos dessas funcbes em um mesmo sistema de eixos cartesianos e assinalando as
raizes de cada uma delas, obtemos:

Raiz de f;: Raiz de f5: Raiz de f5:

P4 Tr+12=0
r—1=0 << x=1 r—2=0 < =2 r=-3r=—4




Podemos verificar que f; é negativa para valores de x menores que 1 e positiva para valores
de x maiores que 1. Da mesma forma, f, é negativa para valores de x menores que 2 e
positiva para valores de x maiores que 2. Ja f3 é positiva para valores de = menores que
—4 e maiores que —3 e negativa entre x = —4 e x = —3. Temos entao, como parametros
para estudar a variacdo do sinal do produto dessas duas funcdes, os valores (ordenados)
x=—4,x= -3,z =1ex = 2. Vamos, para facilitar essa andlise, setorizar esse grafico,
tracando retas perpendiculares ao eixo das abscissas por esses parametros.

r < —4 = f| e fysdonegativas e f; é positiva; logo, flf—j? € negativa
—4 <x< -3 = f, fa e f3 sa0 negativas; logo, flf—g? @ positiva

|
|
B -3<z<1 = f]e fysaonegativas e f; é positiva; logo, flj;f é negativa
|
|

1<z <2 = f]e fysdopositivas e f3 é negativa; logo, flf—:? € positiva

x>2 = fy, fo e fysdo postivas; logo, f - fo € negativa

a

3

T < —4 —4 <xr< -3 —d<zr<l1 l<ax>2 x> 2
f1<0 f1<0 f1<0 f1<0 f1>0
f2<0 f2<0 f2<0 f2>0 f2>0
f3>0 f3<0 f3>0 f3>0 f3>0
Ji- fo Ji- fa Ji- fo Ji-fo Ji-fo
= >0 =2 <0 = >0 == <0 >0
I3 I3 I3 I3 f3
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Além disso, vamos analisar como se comporta esse quociente nos valores que sdo raizes
das funcoes:

B r=-4 = f3(—4) =0, logo, flf—f nao existe nos reais quando x = —4.
B r=-3 = f3(—3)=0,logo, ﬁf—f nao existe nos reais quando x = —3.
B z=1= f(1)=0 logo, flf—f? é zero quando z = 1.

B =2 = f,(2) =0, logo, flf—:? é zero quando x = 2.

(x—1)(x—2)
2+ Tx+ 12

sao menores ou iguais a zero, logo, sao os intervalos estritamente negativos para flf—jz
além dos valores para x que tornam esse quociente nulo. Temos entao
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Retomando a inequacdo < 0, observamos que sao pedidos os valores que

S={reR-4<zr<-3o0ul<z<2}

Note que precisamos usar o sinal < para que pudéssemos indicar no conjunto solucao
que o valor z = 1 ex = 2 também satisfazem a inequacao, mas ja para os valores z = —4
e x = —3, usamos apenas a desigualdade, sem o igual, poisem z = —4 e z = —3 a funcao
quociente nao esta definida.

. EXERCICIOS .

Resolva as inequacdes a seguir:

a) (z+2)(22-9)>0

4—x
b e 1=
0 (z — 3)(z? t;g(—x2+3x) 50
o) (—2? + 4z — 4)(z — 2) >0

(x —1)(22 —22+3) —

Imagine que vocé é o professor de Matematica. Elabore um problema que possa ser as-
sociado a cada um dos sistemas a seguir apresentados. Nao esqueca de verificar se as
solucdes sao compativeis com o contexto do problema que vocé formulou!

20 — 3y — 8
a)

T+y=>5

3x 4+ 4y = 23
p T

r—2y=-9



) —2z 4 5y = 7900
C
4x — 3y = 300

(FGV) Resolvendo o sistema de equacdes

3z +y=3
Sr+3y=1
r—4y =17
temos que:
a) r=1y=0.

b) Eimpossivel.
c) Eindeterminado.
d xz=3,y=-1

e) E determinado.

Um usuario de um caixa eletrdnico deseja fazer um saque no valor de 310 reais. Sabendo
que a maquina dispde somente de cédulas de 10, 50 e 100 reais e que ele recebeu 9 cédulas
no saque, pode-se afirmar (Verdadeiro ou Falso)

() amaquina pagou apenas 2 cédulas de 100 reais;

() amaquina pagou com 6 cédulas de 10 reais;

( ) para fazer tal pagamento (com 9 cédulas), s6 é possivel fazé-lo de uma Unica forma;

() considerando solucées com niimeros reais, o sistema gerado pelo problema é do
tipo SPD;

() uma das equacdes do sistema em questdo é 10z + 50y + 100z + 310 = 0, sendo x, y
e z o numero de cédulas de 10, 50 e 100, respectivamente;

2
(Unicamp) Um copo cheio de dgua pesa 385 g; com 3 de agua, pesa 310 g. pergunta-se:

a) Qual é o peso do copo vazio?
b) Qual é o peso do copo com % de dgua?
(FUVEST-SP) Carlos e sua irma Andréia foram com seu cachorro Bidu a farmdcia de seu

avo. La encontraram uma velha balanca com defeito que sé indicava corretamente pesos
superiores a 60 kg. Assim, eles se pesaram dois a dois e obtiveram as seguintes marcas:

B Carlos e o cao pesam juntos 87 kg
B arlos e Andréia pesam juntos 123 kg

B Andréia e Bidu pesam juntos 66 kg

Nessas condicdes, determine o peso de cada um deles.
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(Enem 2016) Na figura estdo representadas trés retas no plano cartesiano, sendo P, Q e
R os pontos de interseccdes entre as retas, e A, B e C' os pontos de interseccfes dessas
retas com o eixo x.

Essa figura é a representacao grafica de um sistema linear de trés equacoes e duas incog-
nitas que

a) possuitrés solucdes reais e distintas, representadas pelos pontos P, Q e R, pois eles
indicam onde as retas se intersectam.

b) possuitrés solucdes reais e distintas, representadas pelos pontos A, B e C, pois eles
indicam onde as retas intersectam o eixo das abscissas.

c) possuiinfinitas solucGes reais, pois as retas se intersectam em mais de um ponto.

d) nao possui solucao real, pois ndo ha ponto que pertenca simultaneamente as trés
retas.

e) possuiuma Unica solucao real, pois as retas possuem pontos em que se intersectam.

n (Enem 2017) Uma pessoa encheu o cartdo de memoria de sua camera duas vezes, so-
mente com videos e fotos. Na primeira vez, conseguiu armazenar 10 minutos de video e
190 fotos. Ja na segunda, foi possivel realizar 15 minutos de video e tirar 150 fotos. To-
dos os videos possuem a mesma qualidade de imagem entre si, assim como todas as
fotos. Agora, essa pessoa deseja armazenar nesse cartdo de memoria exclusivamente
fotos, com a mesma qualidade das anteriores. O nimero maximo de fotos que ela podera
armazenar é

a) 200.
b) 209.
c) 270.
d) 340.
e) 475.



(Enem 2017) Uma escola organizou uma corrida de revezamento 4 x 400 metros, que con-
siste em uma prova esportiva na qual os atletas correm 400 metros cada um deles, se-
gurando um bastao, repassando-o de um atleta para outro da mesma equipe, realizando
trés trocas ao longo do percurso, até o quarto atleta, que cruzard a linha de chegada com
0 bastao. A equipe ganhadora realizou a prova em um tempo total de 325 segundos. O
segundo corredor da equipe ganhadora correu seus 400 metros 15 segundos mais rapido
do que o primeiro; ja o terceiro realizou seus 400 metros 5 segundos mais rapido que o se-
gundo corredor, e o ultimo realizou seu percurso em % do tempo realizado pelo primeiro.
Qual foi o tempo, em segundo, em que o Ultimo atleta da equipe ganhadora realizou seu
percurso de 400 metros?

a) 58

b) 61

c) 69

d) 72

e) 96
Uma loja vende automdveis em N parcelas iguais sem juros. No momento de contratar o
financiamento, caso o cliente queira aumentar o prazo, acrescentando mais 5 parcelas, o
valor de cada uma das parcelas diminui R$ 200,00, ou se ele quiser diminuir o prazo, com
4 parcelas a menos, o valor de cada uma das parcelas sobe R$ 232,00. Considere ainda
que, nas trés possibilidades de pagamento, o valor do automével € o mesmo, todas sdo
sem juros e nao é dado desconto em nenhuma das situacoes. Nessas condicdes, qual é a
quantidade N de parcelas a serem pagas de acordo com a proposta inicial da loja?

a) 20

b) 24

c) 29

d) 40

e) 58
(Enem 2018) Visando atingir metas econémicas previamente estabelecidas, € comum no
final do més algumas lojas colocarem certos produtos em promocao. Uma determinada
loja de departamentos colocou em oferta os seguintes produtos: televisao, sofd e estante.
Na compra da televisdo mais o sofd, o cliente pagaria R$ 3.800,00. Se ele levasse o sofé
mais a estante, pagaria R$ 3.400,00. A televisdo mais a estante sairiam por R$ 4.200,00. Um
cliente resolveu levar duas televisdes e um sofé que estavam na promocao, conseguindo

ainda mais 5% de desconto pelo pagamento a vista. O valor total, em real, pago pelo
cliente foi de

a) 3.610,00.
b) 5.035,00.
) 5.415,00.
d) 5.795,00.
e) 6.100,00.
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(PM Ceard). O batalhdo de policia militar de uma cidade constituida dos bairros By, B,
e Bj sera dividido em trés pelotdes distintos de modo que cada um fique responsavel
pelo policiamento ostensivo de um desses bairros. As populacées dos bairros By, By e
B3 sao, respectivamente, iguais a 60.000, 66.000 e 74.000 pessoas; o batalhao possui um
efetivo de 4.000 militares dos quais 300 trabalham exclusivamente em uma central Unica
de comunicacao e inteligéncia, nao caracterizando atividade policial ostensiva; e todos
os militares do batalhao residem na cidade. Com base nessa situacao hipotética, julgue a
afirmacao a seguir:

"Se as quantidades de policiais do sexo feminino em cada um dos trés pelotées
sdo nlimeros que satisfazem a inequacdo z% — 520z + 64.000 < 0, entdo, no
batalhao, hd mais de 600 policiais do sexo feminino."

(BB - Cesgranrio). A proposicao funcional “Para todo e qualquer valor de n, tem-se 6n <
n? + 8" serd verdadeira, se n for um ndmero real

a) menor que 8.

b) menor que 4.

c) menor que 2.

d) maior que 2.

e) maior que 3.
(RFB - Esaf). Considere as inequacdes dadas por:

B flr)=22-22+1<0

B gr)=-20<+432+2<0
Sabendo-se que A é o conjunto solucdo de f(x) e B o conjunto solucdo de g(x), entao o
conjuntoY = AN B éigual a:

aY={zreR;-1/2<z<2}

b) Y ={zeR;-1/2<z <2}

QY={zeRz=1}

d Y ={xeRz>0}

e) Y ={zeR;z <0}
(BASA - Cesgranrio). No conjunto dos nimeros reais, considere as seguintes duas inequa-
coes:

B Inequacdol:bx — 7>z —x+1

B Inequacao2:z+6 > —z + 10
Um ndmero real z, que é solucdo da inequacao 2, também serd solucao da inequacao 1,
se, e somente se, for solucao da inequacao

a) z2—-16>0

b) 1/z < 1/4

c) —x < —4

d) 4z —16 <0



e)z+1>x2+9

(PM ES - AOCP). Resolvendo-se a inequacéao do segundo grau 222+13z—7 < 0, no conjunto
dos nimeros reais R, obtém-se o conjunto solucao S igual a

1
a)S:{:ce]R;—7<x<2}
1
b)S:{SL’ER;?<SE<2}

1 1
d S={reR-T<z<2}

1 1
= R;—— =
e) S={xeR; 2<96<7}

Considere as funcdes g : R — Re h: R — R definidas por g(x) =z + 2 e h(z) = 5x

a) Resolva a equacao g(z) = h(x)
b) Determine todos os valores reais de z para os quais se tem g(z) > 0

c) Determine todos os valores reais de x para os quais se tem h(z) < 0

g()

d) Resolva a inequacéo =~ >0

h(z)

2_9 18
Considere a funcéo f : A — R definida por f(z) = m

a) Calcule £(3,5); £(0); f(1); f(2); f(=1); f(=2); f(4) e f(5)
b) Denomina-se dominio de uma funcdo o maior conjunto de valores que podem ser
atribuidos a variavel independente. Determine o dominio A da funcao f.

Considere a funcdow : R — Re z : R — R definidas por w(z) = 3z e z(x) = 2% — 1

a) Calcule w(—2),w(—1),w(0) e w(2).
b) Determine z(—2), z(0) e z(2)

¢) Resolva a inequacao
d) Resolva a inequacdo w(z) - [2(x)]? > 0

(Adaptado de Conceicao Junior (2011)) Escreva uma inequacao produto e uma inequacdo
quociente cujo conjunto solucao seja o intervalo | — 2; 5]U]8; +o0[

!

AN (CEFET-CE 2006) Considere a inequacado (z — 1)(z — 4) < 0. Considerando os nimeros
inteiros que a satisfazem, é correto concluir que:
a) S6 dois deles sdo positivos.
b) A soma de todos eles é dez.
¢) 0 maior deles é multiplo de 3.
d) O produto de todos eles é zero.

e) O produto de todos é um niimero negativo.
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(CEFET-MG 2005) O nimero de solucdes inteiras da inequacao (1 — z)(z — 8)%(z +4)3 > 0

é
a) 0
b) 2
c) 4
d) 6
(UFMG 2004) Considere a funcao f(z) = ((2;_—’_32; O conjunto dos valores de x para 0s

quais f(z) e {y e R0 <y <4} é
a) {r eR;z >T7}
b) {reR;z < —-loux >T}
A {reR-1<x<T}
d) {z e Rz < -1}

(UFMG 2002) O niimero real x satisfaz (4x-3)/(x+1)>2. Assinale a alternativa em que estao

incluidas TODAS as possibilidades para x.
5
-1 z
a) <<y
5
b) z < —louzx > 3

S
C).’E>§

d z< -1

(FGV 2001) Quantos ndimeros reais nao satisfazem a inequacéao (5(36_)5)<1?
— X

a) 0

b) 1

c) 2

d 3

e) infinitos

2
A5l (MACKENZIE 1996) Os valores inteiros de k que satisfazem a inequacao i

em ndmero de:

a) 0
b) 1
c) 2
d 3
e) 4
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Fungao Exponencial

Crescimento e decaimento exponenciais, fun-
cao exponencial, juros compostos, progres-
sdo geométrica, expoentes racionais e irraci-
onais.

Dizemos que estamos diante de um cresci-
mento exponencial sempre que o aumento
percentual de determinada quantidade por
unidade de tempo é constante. Este é o caso
das medicGes econdmicas, financeiras e poli-
ticas de crescimento - de vendas, lucros, pre-
cos de acdes, produto interno bruto, inflacdo,
taxas de juros. Assim, compreender bem o
crescimento exponencial é crucial para com-
preender o mundo.
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ERESCIMENTD E DECRIMENTO EXPONENCIRIS §
A pandemia de COVID-19, uma doenca respiratéria aguda provocada pelo coronavirus SARS- B
CoV-2, chamou atencdo do mundo todo em 2020 para o que chamamos de crescimento expo- T
nencial. Vimos diversos especialistas em diferentes meios de comunicacao comentando sobre u
o crescimento exponencial da epidemia. Mas afinal, o que caracteriza este tipo de crescimento? é
[m]
a
gf;ﬂﬁ“g;ﬁ tﬁ:‘fv‘;;ﬂmm Casos de novo coronavirus %*
Cases Is A Reminder Of saltam de 1 milhao para 2 o
The Challenge Ahead milhdes de infectados no mundo
T em 13 dias

Martes pagsam de 128 mil: pais mals alatado pela pandsmia & os Estaos
Unidos, com quase 10 mil infaciados @ mas da 26 md obitos

0 Gicba

has 1 relativedy succesabal in manng;

the caronavine

Sabemos que funcbes matematicas podem ser usadas para fazermos previsdes de um deter-
minado fendmeno. A funcao exponencial fornece um modelo matematico simples para cal-
cular a propagacao de uma doenca altamente contagiosa. Para além disso, o grafico de uma
funcao exponencial permite o estudo de situacdes que se caracterizam por uma curva de cres-
cimento ou decrescimento acentuado. Neste capitulo vocé ira aprender a identificar, elaborar
e resolver problemas que envolvem funcées exponenciais. Além da modelagem de epidemias,
serao apresentadas situacfes que envolverm decaimento radioativo, meia-vida de medicamen-
tos, pressao atmosférica, divisao celular, dentre outras aplicacdes interessantes.

(

Vamos simular trés situacoes de epidemia. O professor ird distribuir envelopes contendo um
ndimero para cada estudante que deverd manté-lo em segredo. Os primeiros infectados serdo
escolhidos ao acaso pelo professor. Cada vez que alguém for infectado pela doenca, coloca-
se de pé e permanece até o fim da dindmica, que seguira da seguinte maneira:




|_J CAPITULD

FUNCAD EXPONENCIA

Epidemia1

B RODADA 0: O professor escolhe dois nlimeros para serem os primeiros infectados, diz
seus nimeros e apaga-os da lista que estd escrita na lousa. Os infectados ficam de pé.
0 pesquisador anota o ndmero de infectados.

B RODADA 1: Cada um dos infectados escolhe um ndmero que nao tenha sido sorteado
para “infectar”; os nidmeros sao apagados na lousa e somente depois de todos terem
escolhido suas vitimas, os novos infectados se colocam de pé. O pesquisador anota o
nimero total de infectados.

B RODADA 2: Semelhante a rodada 1.

B As rodadas seguem até que todos tenham sido infectados.

Epidemia 2

B A mesma dinamica anterior, porém comecando com trés infectados na rodada 0.

Epidemia 3
B Apenas um infectado na rodada O e cada infectado agora escolhe dois niimeros para
infectar a cada rodada.
Responda as seguintes perguntas:
a) Anote os dados das trés epidemias em tabelas e faca previsdes para 4 rodadas além das
gue efetivamente ocorreram na sua turma.
b) Represente os dados graficamente.

c) Que critérios vocé usou no item (a) para fazer suas previsdes? Qual a relacdo deles com
os dados especificos de cada uma das epidemias.

d) Quantas rodadas aproximadamente demoraria para cada epidemia infectar todos os es-
tudantes da sua escola? Primeiro faca um “chute” e somente depois faca as contas.

e) Responda a mesma pergunta anterior considerando a sua cidade, seu estado e o todo o
pais.




Contando quadrados
r

Em uma caixa ha 240 quadradinhos de papel cartao dupla face, verde de um lado e marrom
do outro. Eles sdo lancados sobre a mesa e os quadrados com lado marrom para cima sao
retirados, restando apenas 126 quadradinhos (verdes).

Figura 6.1: Imagem retirada do experimento Eliminando Quadrados, da colecao Recursos edu-
cacionais multimidia para a matematica do ensino médio. https://m3.ime.unicamp.br/recu
rsos/1008

Um novo lancamento é feito e depois de retirados os marrons, sobram 68 verdes. Os lanca-
mentos seguintes apresentam as seguintes quantidades de quadradinhos verdes:

Lancamento ‘ # verdes ‘

240
126
68
34
13
5
2

N/oju| P WINI—=|O

a) Represente em um sistema de coordenadas os dados da tabela acima.

b) Observando os dados da tabela é possivel conjecturar que eles obedecem a algum pa-
drao?

c) Acrescente uma terceira coluna a tabela contendo os quocientes entre as quantidades
de um lancamento pela quantidade do lancamento anterior.
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Lancamento # verdes | quocientes

240
126

126 | 12 =0,525

68

34

13

|_J CAPITULD

FUNCAD EXPONENCIA

N/oju|PFIWIN|=2|O

d) Considerando outros resultados possiveis para o mesmo experimento, o que podemos
esperar dos valores na terceira coluna da tabela? Quetipo de propriedades matematicas
esses numeros sempre terao? Que tipo de propriedade eles provavelmente terdo?

e) Um experimento como este descrito no item (a) pode ser simulado computacionalmente.
Ao executar esta simulacao 4 vezes, os seguintes resultados foram obtidos.
240,113,55,28,13,7,3,0
240,124, 66,27,16,7,3,2,2,2,0
240,106, 57,19,9,5,1,0
240,124,62,29,11,5,2,1,1,0

f) Verifique se suas conjecturas se aplicam aos dados acima.

g) Deduza uma expressao matematica que forneca, aproximadamente, a quantidade de
quadradinhos verdes em funcao da ordem de lancamento.

(

Um grupo de biélogos esta estudando uma espécie animal cuja populacao vem diminuindo
ao longo dos anos. Depois de reunirem os dados percebem que a cada ano a quantidade de

L . 1 . .
individuos reduz para aproximadamente 3 da quantidade do ano anterior.

a) Escreva uma expressdo matematica que relaciona o nimero de individuos dessa popu-
lac@o ao longo dos anos, sabendo que no inicio das medicdes os cientistas tenham en-
contrado 300 mil individuos.

b) Admitindo que esse padrédo se repita ao longo dos anos, em quanto tempo a populacdo
entrard em extincao?

c) Como consequéncia, a populacdo da espécie que é a principal presa da espécie estudada
apresentou um crescimento que duplicava a cada 6 meses. Escreva uma expressao ma-
tematica que represente a variacao anual do nimero de individuos dessa populacao de
presas, que no inicio das medicdes contava com 5 x 10° individuos.
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Ha diversas situacdes bastante comuns na natureza que nao séo bem modeladas pelas funcées
que estudamos até agora: as lineares, afins e quadraticas. As trés atividades vistas do inicio
deste capitulo exemplificam algumas delas. Uma caracteristica que todas tém em comum é
que os valores da variavel dependente crescem ou decrescem muito rapido. Essa caracteris-
tica em uma situacao real pode indicar que provavelmente estamos diante de uma situacao de
crescimento (ou decaimento) exponencial. Veja o grafico abaixo com o nimero de casos acu-
mulados de COVID-19 no Brasil de marco até agosto de 2020. Perceba o tempo aproximado
que levamos para alcancar 200.000 casos (=~ 3 meses) e o tempo para os novos 200.000 casos
(menos de 15 dias).

Casos acumulados de COVID-19 no Brasil
Atualizado em 2 de Agosto de 2020 23:05 UTC-3

Figura 6.2: Fonte: Wikipedia

Como, afinal identificamos o crescimento (ou decaimento) exponencial? Em todos os casos
analisados nas atividades da secao anterior, observamos dois ingredientes fundamentais: um
valor inicial para a variavel dependente, decorrente da primeira medicao, e um valor constante
positivo que servia como fator de multiplicacao para se obter os valores seguintes.

valorinicial: c
fator de multiplicacao: a

] «a s | 3 =3 a3
el Vgl Vesatl Yewal £ ¥l Ne a1 i

Figura 6.3: Crescimento/decrescimento exponenciais.

A expressdo f(z) = c¢-a*,em que a e ¢ > 0 sao constantes e é a que usamos para modelar as
situaces em que ha crescimento/decaimento exponencial.

Quando este fendmeno ocorre estamos diante do crescimento exponencial, caso o fator de
multiplicacdo seja maior que T

a>l=d>a=d*>d’ =,
ou decaimento exponencial quando o fator estad entreO e 1.

l<a<le=d’<ae=d’<d®> = ---
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Figura 6.4: Crescimento/decrescimento exponenciais.

VOCE SABIA2 )

B O crescimento exponencial é tdo rapido que com poucas multiplicaces podemos al-
cancar valores cujas ordens de grandeza sdo maiores que a quantidade de atomos
estimada para o universo observavel (que é algo em torno de 108°).

Figura 6.5: Por Pablo Carlos Budassi - Obra do préprio, CC BY-SA 4.0, https://commons . wi
kimedia.org/w/index.php?curid=74584500

Vocé duvida? Vejamos entdo um exemplo! Pegue uma folha de papel sulfite (ou do seu
caderno), cuja espessura é algo em torno de 0,075 milimetros. Se dobramos essa folha
ao meio, temos o dobro da espessura inicial, 0,15 milimetros. Dobrando novamente,
0,30 milimetros e assim sucessivamente.

Nenhum ser humano, usando somente as maos, consegue dobrar uma folha dessas
mais que 6 vezes, pode tentar! Uma folha dobrada 7 vezes tem a espessura de um ca-
derno de 128 paginas... E mais, se fosse possivel dobrar a folha 23 vezes, a espessura
seria maior que a distancia da terra até a Lua.

E ai? Com quantas dobras a espessura alcancaria a ordem de grandeza o nimero de
atomos do universo conhecido? (267 dobras)

B Nesse video, um chef de cozinha chinés faz 128 noodles em apenas 10 segundos! ht
tps://youtu.be/S2AnYEheaFM?7t=120



https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=74584500
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=74584500
https://youtu.be/S2AnYEheaFM?t=120
https://youtu.be/S2AnYEheaFM?t=120
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128 noodies.

Figura 6.6: Imagem extraida do video: https://youtu.be/S2AnYEheaFM?7t=120

B A drea de Computacdo parece desafiar o fato de que nao é possivel manter um cres-
cimento exponencial por um longo periodo de tempo devido a escassez de recursos.
Talvez o processo exponencial mais longo de que se tem noticia na natureza se re-
fere ao crescimento do poder computacional disponivel por 1 délar. Este parametro
seguiu uma exponencial crescente, de constante de tempo de aproximadamente 18
meses, desde o lancamento dos primeiros computadores comerciais em meados da
década de 1950 até o inicio dos anos 2000. Até aquela época, houve uma duplicacao
do poder computacional disponivel por 1 délar 27 vezes seguidas, ou seja, uma varia-
cao de 134 milhdes de vezes em 40 anos. Estes nimeros sao aproximados pois nao
conhecemos um estudo preciso nesta direcao, nos termos descritos.

Figura 6.7: Foto de Slejven Djurakovic, Unsplash

Uma outra lei similar é conhecida como lei de Moore. Gordon Moore foi um dos fun-
dadores da Intel, uma das maiores fabricantes mundiais de circuitos integrados. Ele
enunciou a sua lei em 1965, numa época em que um microchip podia integrar algo
como 4 transistores: “o desempenho de microchips produzidos em massa vai do-
brar a cada 18 meses”. Aqui o limitante de preco é substituido pela condicao de pro-
ducdo em massa o que da um efeito similar, ja que s6 é possivel produzir em massa
componentes suficientemente baratos para poderem ser absorvidos pelo mercado.
Adaptado de https://www.ime.usp.br/~is/infousp/imre/imre.htm.

J



https://youtu.be/S2AnYEheaFM?t=120
https://www.ime.usp.br/~is/infousp/imre/imre.htm
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A Fazenda de Arvores Atividade 4
r
Uma fazenda de arvores comecou a colher um lote que havia sido plantada anos atras. A ta-
bela abaixo mostra o nimero de arvores remanescentes para cada um dos 8 anos de colheita
Ano 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Arvores rema-
nescentes 10.000 | 9.502 | 9.026 | 8.574 | 8145 | 7.737 | 7.350 | 6.982 | 6.634

a) Escreva uma expressdo para funcdo que relaciona as arvores remanescentes com o
tempo decorrido.

b) Analise os dados da tabela e faca uma previséo para os préximos anos mostrados na
tabela a seguir.

c) Os donos da fazenda querem parar a colheita quando sobrarem 15% do niimero inicial
de arvores do lote. Quando devem parar?

Ano 10 15 20 25 30 35 40

Arvores rema-
nescentes

Cara ou Coroa? Atividade 5
r

Na teoria das probabilidades, ao analisar as chances de um determinado evento acontecer, é
comum considerarmos todas as possibilidades para assim podermos quantificar a probabi-
lidade. O conjunto formado por todas essas possibilidades é chamado de espaco amostral.
Vocé possui uma moeda, vai gira-la no ar e analisar qual face ficou voltada para cima quando
ela cair. O espaco amostral desse experimento contém dois elementos: cara (C), coroa (K).
Responda.

a) Qual o espaco amostral para o experimento de lancar a mesma moeda 2 vezes?

b) E trés vezes?

c) Explique a seguinte afirmacdo:

“0 tamanho do espaco amostral do lancamento de uma moeda vdrias vezes ao ar au-
menta exponencialmente em relacdo a quantidade de lancamentos”




(

Uma folha de papel de area 1 é dobrada em trés partes iguais, depois em mais trés partes
iguais, em tercos novamente, e assim sucessivamente.

a) Na tabela abaixo registre a drea da menor regido em cada etapa, e o nliimero total de
regioes.

Etapas Areadecadaregido Nudmero de regides |

Ul & WIN| =

b) Descreva os padrdes observados na tabela e encontre uma expressao matematica que
sirva para gera-las em funcao das etapas.

Duas exponenciais Atividade 1
r

Construa tabelas e graficos para comparar os valores da varidvel y nas duas expressoées ex-
ponenciais para valores inteiros da variavel x de 1 até 10.

y=2-3"ey=064-(15).

a) Em qual das duas y cresce a uma taxa maior? Como vocé sabe?

b) Para que valor de z, os valores de y coincidem? Como isso se reflete na representacdo
grafica?

PARA REFLETIR N

0 crescimento exponencial pressupde recursos ilimitados e isso faz com que em muitos ca-
sos esse tipo de comportamento seja observado apenas em certos periodos de tempo. Isso
pode ser visto, por exemplo, na forma como crescem as populacdes. Com pouco ou sem ne-
nhuma limitacdo de recursos as populacdes podem apresentar um crescimento exponen-
cial. No entanto, na pratica sabemos que ha uma série de limitacdes - espaco, existéncia
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de predadores, escassez de alimentos, etc. - € o que 0s pesquisadores costumam chamar
de Resisténcia Ambiental. Portanto, apds experimentar um periodo de crescimento expo-
nencial, 0 que observamos é que a populacao tende a se estabilizar. Esse comportamento
é chamado de crescimento logistico.
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Figura 6.8: Exemplos reais de um aumento populacional como descrito acima. (a) a Bactéria
Lactobacillus sakei crescendo em um meio de cultura. (b) A populacdo de gnu, na regido do
Seringueti na Tanzania. (C) Populacéo de juncacea anual , Juncus gerardi. Fonte: CEPA




EXPLORANDO VFIRIFll:IElD PERCENTURL

.

Vocé estd precisando comprar um ténis novo e vem pesquisando os precos. Na sua ultima
consulta o modelo que vocé deseja estava custando 160 reais. Ao fazer uma nova consulta,
vocé verifica que agora ele custa 240 reais, e resolve ndo comprar até o preco baixar um pouco.

a) Qual foi o valor do aumento de preco observado e que valor ele representa em termos
percentuais? Explique seu calculo.

b) Levando em consideracdo que houve um aumento geral nos precos, vocé estava espe-
rando um aumento de no maximo 10% no valor do ténis. Que valor maximo deveria estar
custando o ténis para que vocé o comprasse.

c) Construauma narrativa de outra situacdo em que o mesmo aumento de preco de 80 reais
esteja dentro da margem de 10% esperada.

(

Analise cada uma das situacdes abaixo e em seguida responda as perguntas para cada uma
delas.

(A) Uma populacéo de 100 coelhos é introduzida em uma reserva ecolégica. Apés um periodo
de observacao de 12 meses, os bidlogos concluiram que essa coldnia cresceu ao longo do ano
seguindo uma taxa percentual aproximada de 6% ao més, isto é, a cada més a populacao de
coelhos na coldnia estava aproximadamente 6% maior em relacdo ao registro do més anterior.

(B) Um laboratdério esta pesquisando a eficacia de um antibidtico e uma equipe de biomédicos
o adiciona em uma colénia de bactérias com uma populacao de 950.000 individuos. As células
entdo comecam a morrer de maneira que ao final de 12 horas, os pesquisadores afirmam que
populacdo da coldnia diminuiu a uma taxa percentual de 10% a cada hora.

a) Elabore uma tabela com os possiveis dados observados pelos pesquisadores em cada
uma das situacoes.
b) Descreva como vocé obteve os dados das tabelas anteriores.

c) Pode-se afirmar que os dados tabelas apresentam crescimento e decaimento exponen-
ciais? Em caso afirmativo, quais sao os fatores em cada situacao?

d) Qual arelacdo do fator de crescimento/decaimento com a taxa percentual?

e) Escreva uma expressao matematica para cada uma das situacdes que relacione o nui-
meros de individuos nas colénias com o ndmero de meses (ou horas) decorridos desde
o inicio das observacodes.
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f) Com a ajuda de uma calculadora compare os valores gerados pela expressdo matema-
tica com as que vocé calculou no item a).

g) Denotando por P(t) a populacdo no tempo ¢, P, seu valor inicial e r a taxa percentual
observada, generalize as expressoes obtidas no item anterior.

(

Vocé acabou de adquirir um produto de R$ 200 e o pagamento proposto pela loja é da seguinte
maneira: uma entrada de R$ 100 paga no ato da compra e mais uma parcela de R$ 110,25 apds
2 meses.

a) Considerando que a taxa percentual mensal de acréscimo serd a mesma nos dois meses,
qual é o valor dessa taxa na transacao proposta?

b) Com base na taxa percentual que vocé encontrou no item anterior, que valor deveria ser
pago se a segunda parcela fosse apenas 1 més depois da compra?

c) Eseasegunda parcela fosse paga com 3 meses de intervalo, qual seria o valor a pagar?

m[=leiz\p4=\\[m[s} VARIAGCAO PERCENTUAL

Em diversas situacoes as variacdes das quantidades no tempo sao expressas em termos per-
centuais: o preco da gasolina subiu 10%, o nimero de desempregados aumentou 50%, o PIB
do Brasil encolheu 2,5%, o nimero de pessoas infectadas pelo virus aumentou 300%, etc. Isso
geralmente ocorre quando se quer evidenciar que fracao do Ultimo registro aquela variacdo
representa. Dizer que o nimero de infectados por um virus aumentou 300% significa que se a
quantidade de infectados era [, e passou a ser I, entao

L~y

I :300% <~ 11—10:310 < _[1:4_[0.
0

De maneira mais geral, se a taxa percentual é r(sendo positiva para crescimento e negativa
para reducao), entéo temos

L — 1
Iy

=r < II—IOZTIO < Ilzlo+r10 <~ 11:(1—1—7“)]0

Quando é o caso de que taxa percentual observada permanece constante ao longo de um in-
tervalo de tempo, entdo estamos diante de uma situacdo de crescimento (taxa positiva) ou
decaimento (taxa negativa) exponencial.

Mais ainda, como pudemos observar acima, uma variacao com taxa percentual r corresponde a
um fator de crescimento/decaimento 1+, isto é, para saber o valor atual de uma determinada
grandeza que aumentou segundo uma taxa percentual r, basta multiplicar o seu Ultimo registro
por 1+ r.



No contexto das transacées financeiras o acréscimo no valor do dinheiro (divida, investimento,
crédito, débito, etc) é chamado de juro e a taxa percentual de variacdo segundo a qual calcu-
lamos o juro chama-se taxa de juros. Esse sistema em que o juro é calculado sobre o valor
imediatamente anterior é conhecido como capitalizacdo composta (também chamado de juro

Taxa percentual: r
t=0 C (valorinicial)
t= C(l1+r)
t=2| Cl+r)(1+r)=CQ1+r)?
t=3] Cl+r)2(Q+r)=C1+r)3

t.: n | C(1+ 'r)”_l(l‘—i—'r) =C(1+r)"

sobre juro) e é adotado na maior parte das transacdes financeiras do mundo.

0 valor de um investimento de R$ 1.000 a uma taxa de juros de 10% ao més evolui exponenci-

almente da seguinte maneira:

Tempo Valor Juro

t=20 R$ 1.000 (capital inicial) R% 0

t=1 | R$1.000(1+0,1)=R%1.100 R$ 100

t=2 | R$1.100(1 +0,1) =R% 1.210 R$ 110

t=3 | R$1.210(1 +0,1) =R$ 1.331 R$ 121

t=n R$1000 - (1,1)" R$1000 - (1,1)"1.0,1

Figura 6.9: Evolucao do valor de um investimento de R$ 1000,00 capitalizado a uma taxa de

juros de 10% ao més.
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Antilopes

Atividade 11

(

As tabelas abaixo mostram os dados de trés possiveis variacées nas populacdes de antilopes
em uma reserva. Baseando-se nos dados, responda as questdes a seguir.

Ano Antilopes
2017 1.000
2018 1.030
2019 1.061
2020 1.093
Tabela 6.1:

Ano Antilopes

Ano Antilopes

2017 1.000
2018 1.030
2019 1.060
2020 1.090
Tabela 6.2:

2017 1.000
2018 1.003
2019 1.006
2020 1.009
Tabela 6.3:

a) Que tabela mostra a populacado de antilopes crescendo a uma taxa de 3% ao ano?

b) Que tabela mostra a populacdo de antilopes crescendo a uma taxa de 30 antilopes por

ano?

c) Descreva o crescimento da tabela remanescente.

d) Alguma dessas variacoes é linear? E exponencial? Explique.

Fatores e taxas

Atividade 12

(

Classifique dentre os modelos dados abaixo os que apresentam crescimento exponencial ou
decaimento exponencial. Identifique o que se pede nas colunas da tabela.

Valor inicial

Fator

Taxa per-
centual

Crescimento ou

Esboco do

decaimento? grafico




Juros sobre juros Atividade 13
-

Resolva os seguintes problemas:

a) Se uma pessoa deseja obter R$ 27.500,00 em um ano, quanto deverd depositar hoje em
uma alternativa de poupanca que rende 1,7% de juros compostos ao més?

b) Qual a taxa percentual mensal de juros de uma aplicacdo de R$ 40.000,00 que produz um
total de R$ 43.894,63 ao final de um quadrimestre.

c) Determinar o juro total a ser pago em um empréstimo de R$ 88.000,00 pelo prazo de 5
meses a taxa composta de 4,5% ao més.

d) Qual das opcoes gera um valor maior ao final de 1ano: aplicar um capital de 2$60.000,00
a taxa de juros de 9,9% ao semestre ou a taxa de 20,78% ao ano.
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Expoentes inteiros

.

Observe os cartdes abaixo, e responda as perguntas que seguem.

el

a) Que relacdo tém os niimeros em um mesmo cartdo?

b) Que padrées se observam nos nimeros em vermelho (embaixo) quando movemos para
a direita? E nos nimeros em cinza (acima)? Registre suas observacdes no esquema
abaixo.

c) Complete o que falta no esquema abaixo. Escreva outros exemplos semelhantes e, en-
tao, generalize.

_ 0

d) Que padrédo se observa nos nimeros em vermelho (embaixo) quando movemos para a
esquerda? E nos nimeros em cinza (acima)?

e) Complete o que falta no esquema abaixo. Escreva outros exemplos semelhantes e, en-
tao, generalize.
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f) Proponha novos cartées, e explique suas escolhas.

el e

g) Baseado na sua proposta resolva.

h) Complete o que falta no esquema abaixo. Escreva outros exemplos semelhantes e, en-
tao, generalize.

= (23)'3= .0

i) Sejam m e n nimeros inteiros. Baseado nas suas conclusdes nos itens anteriores, rela-
cione a coluna da direita com a coluna da esquerda.

(m2m.2n (A) 2mm
@2 (®) 2




Expoentes racionais Atividade 15

.

Observe os cartdes e responda as perguntas.

a) Complete os cartdes vazios nas sequéncias abaixo. Explique seu raciocinio.

o
(R

esooraaasee

PR

—

ﬁ%ﬁg 38238

&)

b) Represente nos cartées abaixo as expressdes pedidas:

6 o o o o e o
R e B En o
6 o o o o o o

c) Qual a sua concluséo sobre que significado tem a expressdo 5 ?

Elw

(5

PARA REFLETIR

Baseado nas propriedades discutidas nas duas atividades anteriores, que ndmeros reais
estao representados pelas expressdes?

(a) 272/3 (d) 31/2 . 33/2 (g) 71/3 . 71/2
(b) 6_1/2 (e) 31/2+3/2 (h) (101/2)1/3

© (%)_3/4 ) <%>7/9 - <%>2/9 (i) (101/4)3/5

~
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m[=lel=INV4=I\[s[s] PROPRIEDADES ARITMETICAS

Como vimos nas investigacfes acima, quando realizamos operacdes matematicas com nime-
ros reais expressos na forma de poténcias podemos observar alguns padrées que se repetem
quando relacionamos os resultados das poténcias e seus expoentes. De maneira resumida,
podemos dizer que multiplicacBes e divisdes entre poténcias correspondem a adicbes e sub-
tracOes entre seus expoentes. Vamos aqui, organizar essas propriedades.

Considere m e n dois nimeros inteiros positivos, e a um nimero real positivo, e diferente de 1.

xa” xa"
(-]

1
il

a

m
a_ = M "
an

(am/n)" =a™ = o/ = {am

Até agora sabemos calcular e operar poténcias com expoentes inteiros (positivos, zero e ne-
gativos) e também racionais. Vamos ver como esses nliimeros aparecem nas representacoes
graficas. Neste link https://www.geogebra.org/m/xatdbug7 vocé pode acessar uma ver-
sao interativa dos graficos mostrados a seguir, em que consideramos separadamente 0s casos
O<a<lea>1.

Vamos considerar uma funcao exponencial do tipoy = a* coma > 1. Ocaso0 < a < 1€
inteiramente analogo.

Estendendo para valores inteiros negativos de x, teremos algo como no grafico abaixo. Uma
base a > 1 elevada a um expoente negativo é sempre um nimero positivo e menor que 1.

a>1 <= 0<a "<1


https://www.geogebra.org/m/xatdbug7
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Perceba no grafico, que os pontos do lado esquerdo do eixo y estao todos acima do grafico
(positivos) e abaixo do ponto que estd sobre o eixo (menores que 1). Observe também que
guanto mais negativo é o expoente, mais préximo de zero estara o resultado da poténcia. O
grafico mantém o aspecto crescente: para m e n inteiros, temos

m>n=a" >a"

Se acrescentamos agora as fracdes de denominador 2, ou seja 0s pontos médios entre os va-
lores de x inteiros, teremos o seguinte aspecto.

x
l"‘n.

e
emomomoxex®

-14 -12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

As propriedades gréaficas anteriores todas se mantém: grafico crescente (com crescimento ra-
pido para valores de x positivos), sempre acima do eixo x, se aproximando de zero a medida
que o valores do dominio sao nimeros negativos cada vez menores.
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Acrescentando outras fracdes, os pontos vao se acumulando mantendo sempre 0 mesmo as-

pecto visual.

{

m

= M

m
6 5

{

m

10°

m
&

O altimo grafico parece ser uma linha continua, mas é apenas uma questdo de escala: basta
aproximar para um intervalo menor e ver que os pontos estao, na verdade, espacados. O pro-
cesso continua indefinidamente. Podemos aumentar o denominador nessa janela até parecer
novamente continuo e depois aproximar até ver os espacos entre os pontos.
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Por se tratar de um processo infinito, podemos repeti-lo tantas vezes quanto desejamos de
forma que serd possivel, definir também as poténcias com expoentes irracionais.

Como se sabe, os nimeros irracionais nao podem ser escritos na forma de fracdo, mas podem
ser bem aproximados por nimeros racionais.

Vejamos o caso do nimero 2v2 (verséo interativa https://www.geogebra.org/m/zdyghhwb )

I
5]
|
|
I
1
4 | *
|
|
I
2 + I
|
9 |
|
+ & 5 >
0 02 04 06 0.8 1 12 1.4 186 18 2 22
V2
|
I



https://www.geogebra.org/m/zdyqhhwb
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2.8

275

27

285

26 o*?
I

r"’

2.55

25

214~ 2,6390158215...

214l ~ 2 6573716281...
21414 ~ 9 6647496501....
21412 9 6651190885...
oLAM2L 9 6651375617...
oLAM213 9 665143103...
oL A2135 ~ 9 6651440274...
2141421356 9 6651441383...
o1 A14213562 o, 9 665144142..

. *
o ¥*
.0‘
* *
* &
PR o
A
6".‘ ;
V2 ~ 1,414213562...

<2V2 < 91 ~ 2.8284271247...
<2V2 < 2142 & 9 6758551095...
<2v2 < 285 & 9 6665973541...
< 2V2 o 9413 9 (653038260...
< 9oV2 o 941422 9 6651560351...
< 2V2 o QLA 9 6651449511...
< 2V2 o QLAMIB6 ) 65144212...
< 2V2Z o QLAM2IST 9 6651441567...
< 2V2 o gLAL2IBS63 o 9 6651441438...

9V2

Q

2,66514414...

0 valor que obtemos com esse processo (mesmo que facamos muitas etapas) é uma aproxi-
macdo racional do nimero 2v2, que é um numero irracional. Mas, o grande interesse aqui ndo
€ no valor numérico de uma poténcia com expoente irracional, porque isso pode ser feito em
qualquer calculadora cientifica ou mesmo nos principais sites de busca, por exemplo, para 2v2

basta digitar |2], ou|A],

v

ou|sqrt|e , mas entender que tais nidmeros podem ser

definidos a partir de um processo de aproximacao por poténcias cujos expoentes sao racionais
(fracGes), e que, além disso podem ser operados obedecendo as mesmas propriedades que
valem para os expoentes racionais.



3V5 |

11,66475332

Google

7 8 9 + @

o . L . e e e -
Figura 6.10: Calculadora Android e pagina de busca do Google.

Na proxima secao faremos uma revisao sobre tais propriedades quando definirmos a funcao
exponencial com dominio real.

VOCE SABIA? )

Experimente digitar em uma calculadora convencional o nimero |2 | seguido da tecla Vv

(ou na ordem contraria na calculadora do celular, isto é, aperte /| seguido de .

Observe o nlimero aparece no visor da calculadora. Serd correto afirmar que v/2 é igual
a este resultado, isto é, que /2 = 1,414213562 ? Experimente agora digitar esse nlimero
1,414213562 e eleva-lo ao quadrado. O resultado que aparece é 27

Embora apertemos a tecla [=] o resultado dado pela calculadore, neste caso, é apenas
aproximado, e isso ocorre porque as calculadoras (e os computadores) sdo maquinas ca-
pazes de armazenar e manipular apenas quantidades finitas de dados. Por isso, quando
elas tem que armazenar ou fazer contas com ndmeros que nao admitem uma representa-
cao decimal finita, como é o caso dos numeros irracionais, o que elas fazem é trabalhar
com aproximacoOes destes nimeros. A boa noticia é que para a grande maioria das situa-
coes isso € bom o suficiente.

Existem duas subareas da Matematica que lidam com aproximacoes deste tipo: uma mais
tedrica chamada de Teoria dos Numeros que tem uma parte de seus resultados dedicados
a classificar aproximacfes de nimeros irracionais, e outra mais aplicada chamada Andlise
Numeérica que se ocupa, dentre outras coisas, do estudo das propagacdes de erros em al-

goritmos feitos por computadores para resolver problemas matematicos.
\_ _/
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EXPLORANDO FUNI:IEID EXPONENCIAL
Um cafézinho

.

Chamamos meia-vida bioldgica da cafeina o tempo necessario para que o nosso corpo elimine
a metade de uma dose desta substancia. Esse tempo varia amplamente entre os individuos
de acordo com fatores como gravidez, ingestao outras drogas, nivel de funcdo enzimatica
hepatica (necessario para o metabolismo da cafeina) e idade. Em adultos saudéaveis, a meia-
vida da cafeina varia entre trés a sete horas. Nos recém-nascidos, a meia-vida da cafeina
pode ser de 80 horas ou mais, sendo esta uma das razdes para a recomendacao de nao dar
qualquer alimento que contenha cafeina para bebés. Fonte: https://pt.wikipedia.org/wik
i/Cafe%C3%ADna

5 10 15 20

Figura 6.11: Grafico mostrando como a quantidade de cafeina no organismo de um individuo que
ingeriu uma xicara de café de 250ml varia ao longo do tempo (medido em horas).

Para um individuo que acabou de ingerir uma xicara de café de 250m! - que contém cerca de
100mg de cafeina - exames laboratoriais mostraram que a quantidade de cafeina no seu or-
ganismo variou com o passar do tempo (em horas) de acordo com a seguinte funcado f(t) =
100 - (0,5)%, pergunta-se:

a) Quais serdo as quantidades de cafeina no organismo deste individuo apés meia hora,
uma hora e meia e quatro horas desde a ingestdo da xicara de café ?

b) Quanto tempo devera se passar desde a ingestao da xicara de café até que a quantidade
de cafeina no organismo deste individuo caia para a metade da quantidade inicial ?

c) Que mudancas deveriamos fazer na expressao caso a meia-vida da cafeina neste indivi-
duo fosse de 8 horas e ele tivesse ingerido 150 mg de cafeina?

CARITULO
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Qual é a expressao? Atividade 1M
e

Uma epidemia causada por um virus esta se espalhando na cidade. Os cientistas, apés anali-
sarem os primeiros dados concluem que a doenca esta se espalhando rapidamente porque o
nimero de infectados esta triplicando a cada 4 dias. O nimero inicial de infectados que com-
puseram a analise foi de 100 pessoas. Responda as perguntas.

a) Complete a tabela com os possiveis nimeros de infectados observados pelos cientistas.

Infectados 100 ‘

Dias desde o
100° caso 0 41811216 | 20
confirmado

b) Considerando que esse modelo retrata bem a realidade, ou seja, que a evolucdo do nu-
mero de casos obedece a um padrdo de crescimento exponencial, qual deve ser o na-
mero aproximado de infectados no segundo e no sexto dias desde o 100° confirmado?

Infectados
Dias desde o
100° caso 0O |[2|4|6)|8
confirmado

c) Complete a tabela abaixo, com a possivel evolucdo didria dos casos. Explique seu racio-
cinio.

Infectados 100 ‘

Dias desde o
100° caso O |(112|3|/4|5|6|7]|8
confirmado

d) Denotando por D(t) o nimero de infectados ¢ dias ap6s o 100 caso confirmado, qual dos
modelos exponenciais abaixo melhor representa D(t).

() D(t) = 100 - 3t+4
(I D(t) = 100 - 3%
() D(t) = 100 - 31




Afim e Exponencial

Atividade 18

.
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1
a) 0 grafico (A) representa a funcdo afimy = 3+ i Explique como os ndmeros 3, 1 e 4 que

aparecem na expressao da funcao afetam ou “aparecem” no gréfico.

b) O grafico (B) representa o crescimento exponencial dado pela expressdo y = 1 - 3%/4
Explique como os nimeros 3, 1 e 4 que aparecem na expressdo da funcao afetam ou

“aparecem"” no grafico.

c) Os trés pontos representados abaixo pertencem a uma curva de crescimento exponen-
cial. Determine o ponto de abscissa z = 15 que mantém esse crescimento e escreva uma

expressao que descreva a curva.
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Até aqui aprendemos a identificar e quantificar o crescimento (ou decaimento) exponencial, in-
clusive em termos percentuais. Vimos também que a expressao f(z) = c¢- a® é a que descreve
situacoes em que ha crescimento/decaimento exponencial. Daremos agora o passo seguinte,
isto é, vamos olhar para a expressao f(z) = ¢-a® como uma funcao de variavel real, ou seja, cujo
dominio é todo o conjunto dos ndmeros reais. Vocé pode entdo se perguntar, mas o que muda
em relacao ao que vinhamos fazendo até aqui? Em termos praticos, agora podemos calcular a
imagem de qualguer nimero real que faca sentido no contexto do problema sem termos que
nos preocupar se ele é ou ndo maltiplo inteiro do periodo em que se multiplica o fator de cresci-
mento/decaimento. No que diz respeito aos graficos, podemos desenhar linhas continuas com
comportamentos bem definidos (e ndo mais marcar pontos a partir dos dados de uma tabela).

Definicao Chama-se funcao exponencial a funcao de dominio real f : R — R que pode ser
escrita da forma f(z) = ¢ - a® em que a € um ndmero real positivo e diferentede 1ecé
um ndmero positivo.

PARA REFLETIR N

Por que vocé acha que precisamos fazer as restricées nos valores da base? O que acontece
sea =0,a =1,0useaénegativo?

X "
y=ca, U<a<l

Se a base a 6 um nuimero positivo menor que 1, estamos diante de uma funcao exponencial
decrescente. Caso a seja maior que 1, teremos uma funcao crescente. Os graficos, em am-
bos os casos, ficam acima do eixo z, isto é, a regido correspondente as ordenadas positivas,
e intersectam o eixo das ordenadas no ponto (¢, 0).

O conjunto imagem da funcdo exponencial f(z) = ¢ - a® é o conjunto de todos ndimeros
reais positivos. Para se convencer desse fato, pense por exemplo na funcao y = 10*: qual-
quer ndmero real y, positivo, (muito) grande ou (muito) pequeno, estd entre duas poténcias
consecutivas de 10 (podendo ser uma delas). Ou seja, existe um niimero inteiro k tal que

107 <y < 107+

Uma vez localizado esse intervalo [k, k + 1[, podemos considerar os (infinitos) nimeros ra-
cionais e irracionais nele para ir aproximando até localizar o valor z tal que 10§ = .




A mesma coisa vale para qualquer outra base a > 0 e diferente de 1. (esses fatos serdo explo-

rados um pouco mais no capitulo de funcao logaritmica: esse expoente zy que encontramos

se chama o logaritmo de y, na base 10).

Vocé pode explorar mais e aprender sobre os aspectos visuais do grafico da funcao expo-

nencial neste link https://www.geogebra.org/m/qvphgptp.

J

Observacdes

1. As propriedades aritméticas que vimos anteriormente e que valem para quaisquer nu-
meros reais z, ¥’ sdo

/ /
B ¢t =a% - a”
ax

B " =—
aﬁ?

1
a

u aat~:c/ _ (aw):c/

mol=

2. Como vimos nas atividades da secao anterior, em algumas situacdes-problema quando
é conveniente, o expoente x pode aparecer multiplicado por uma constante. Mas perceba
que, uma expressdo do tipo y = 3-4%/2 pode ser reescritacomoy = 3-4(1/2% = 3.(41/2)* —
3-2% que é aforma padrao que apresentamos da funcao exponencial. Generalizando para
gualguer base, a** = (a*)®.

Expressoées do tipo y = 8%12, se transformam em y = 8% - 82 = 64 - 8%, ou de maneira mais

geral,y = a® = at - a®.

Nos problemas, entretanto, a constante multiplicando o expoente x pode ajudar a enten-
der como variam as grandezas: a expressao f(z) = c- a*/? assume o valor ¢, quando z = 0
e a cada intervalo de tamanho d, os valores vao sendo multiplicados por a.

L f(=2d) = 5, f(=d) = 2 FO) =c f(d) =c-a,f(2d) =c-a? f(3d) =c-d,...

a

ca A

——|

|

. |
(lc, |
|

|

—d d 2d o
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3. Quando temos uma exponencial decrescente, tipoy = <?> , podemos reescrevé-la da

seguinte forma:

= =nw=\s[sll FUNGCADO EXPONENCIAL
Analgésicos

.

Todo medicamento é acompanhado por uma bula, que contém, entre outros tdpicos, a compo-
sicao, informacdes ao paciente, informacdes técnicas e posologia. Uma informacao técnica
importante é a meia-vida do medicamento, que indica o tempo em que o mesmo se reduz a
50% do que tinha no organismo do paciente, apds a introducdo do medicamento. O tempo de
meia-vida dos medicamentos possibilita uma estimativa da duracao do efeito farmacolégico,
sendo assim um importante pardmetro para médicos e também para a inddstria farmacéutica.

a) Descubra quais sdo os trés analgésicos mais conhecidos entre os seus colegas de turma.

b) Faca uma pesquisa na internet e descubra as meias-vidas dessas substancias. Use as
palavras-chaves: farmacocinética, meia-vida, semivida, farmacodinamica.

c) Para cada uma delas, escreva a expresséo da funcdo exponencial que modela a quanti-
dade de substancia no sangue em funcao do tempo.

d) Ografico abaixo representa a quantidade em mg de um antibidtico no sangue de um paci-
ente durante 24 horas. Descreva a dosagem, a meia-vida e a posologia do medicamento
para esse paciente.

5004 ; . t

250 \ A\ X

it




Varias curvas Atividade 20 g
0 ;
Abaixo, todos os graficos sao de funcoes exponenciais. Escreva expressoes para cada uma g
delas. prw

T
u
4
a) a 2
5 (1) E
o5 2 (2) o)
¥ a
. '@
55 [l
s 4
(2) n
(3)
(4)
b)
(1
(2)
3
(4)
c)
(1)
(2)
(3)
1 0 1 2
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Jaaprendemos a descrever o crescimento/decaimento exponencial em termos percentuais
e vimos que ao considerarmos uma taxa percentual r positiva e constante em cada inter-
valo de tempo a expressao C'(1+4r)™ fornece o valor atual de uma grandeza apés n periodos.
Nesta formula assumimos que o crescimento ocorre em etapas discretas, isto é, em dias,
meses, anos, horas etc. No entanto, na pratica, uma populacdo de bactérias que duplica a
cada hora ndo aguarda pelo Gltimo minuto para —- como num passe de magica — duplicar
seu tamanho. Muito pelo contrério, o que acontece é que muitas situacdes experimentam
um processo continuo de crescimento.

VVejamos o que ocorre quando levamos esse raciocinio do “processo continuo de cresci-
mento” ao limite na seguinte situacao: Suponha que vocé empreste a alguém 1 real co-
brando juros de 100% (r = 1) ao ano. Ao final desse periodo quanto essa pessoa deveria
lhe pagar?

Rapidamente vocé vai dizer que ela devera pagar 2 reais. OK! Mas vamos pensar agora o
seguinte: seis meses apds 0 empréstimo, quanto vale o seu dinheiro?

Considerando que 50% (r = 1/2) é a taxa proporcional correspondente ao periodo de 6
meses, entdo o dinheiro vale (1 4+ 1/2) = 1,50 reais. Entdo, considerando que a pessoa s6
va te pagar no fim de um ano, a pessoa permaneceria com esse valor de 1,50 por mais 6
meses. Sendo assim, ao final de um ano ela deveria pagar esse valor mais metade dele, ou

seja:
(1+ 1) + ! (1+ 1> = (1+ 1) <1+ 1) = (1+ 1)2—225reai5
2) 2 2) 2 2) 2) 7 ‘
E se pensassemos assim de 4 em 4 meses? Nesse caso a taxa proporcional é r = 1/3,
e ao final do primeiro quadrimestre o dinheiro emprestado vale 1 + % passados 4 meses,

esse valor ja corrigido sofrerd um novo acréscimo e passara a valer (1 + %) +3 (1 + %) =
2 3
(1 + %) e finalmente, depois do Ultimo quadrimestre teremos (1 + %) = 2,37 reais.

Seguindo este raciocinio, isto é, capitalizando a quantidade emprestada em diferentes pe-
riodos obtemos a seguinte tabela:

Se capitalizado trimestralmente 1+ %) = 2,44140625

365
Se capitalizado diariamente 1+ 365) = 2,714567482

525600
)

Se capitalizado a cada minuto = 2,718279215

+ 525600

1

(
(
(
( )31536000

Se capitalizado a cada segundo = 2,718282473

+ 31536000




2.6743188

N
L ———te——
N

Isso nos mostra que na medida em que vamos considerando periodos de tempo cada vez
menores vamos nos aproximando de um valor maximo constante 2, 71828... que é conhe-
cido como nimero de Euler e denotado pela letra e. Ou seja, se adotdssemos um regime de
capitalizacao continua ao final de um ano a pessoa deveria pagar e reais.

Mas o que isso significa? Que o nimero e é o resultado maximo possivel quando considera-
mos um crescimento/decaimento continuo de 100% por um periodo de tempo. O que é sutil
aqui é a ideia de que cada pequeno crescimento/decaimento gera uma pequena parte que
também comecara a crescer/decair por conta prépria. € como se o nlimero e representasse
uma barreira, um limite de qudo répido um processo pode crescer/decair continuamente.
Levando isto em conta, temos que qualquer outra taxa de crescimento/decaimento podera
ser escrita usando e. Neste link https://www.desmos.com/calculator/ywfoix8smn vocé
pode explorar esta propriedade, encontrando o valor de K que melhor aproxima as funcoes
G(z) = a® e F(x) = X7,

0 ndmero de Euler, essa constante que vale aproximadamente 2,71828... é, assim como o
famoso niimero pi (7 ~ 3,1415928...), um numero irracional, ou seja, ndo pode ser escrito na
forma de fracao, ou que a sua representacdo decimal ndo é uma dizima periddica. Este fato
foi provado pelo matematico suico Leonhard Euler (por volta de 1737), usando uma técnica
conhecida hoje como fracées continuas. Dada a importancia e relevancia do seu trabalho,
a constante recebe hoje seu nome (embora tenha sido descoberta quase meio século an-
tes por outro matematico suico, Jacob Bernoulli, enquanto estudava juros compostos) e a
notacao escolhida por Euler para representa-la foi mantida e & a que usamos como padrao
até hoje.

Corollarium 11.

. 171.  Quanquam autem in ifta aequatione ipfa
potentia p non ineft, tamen eius dire&io a qua re-
latio elementorum dx et dy pender, adhuc fuper
eft. Data igitur directione potentiae pun&um in
quouis loco follicitantis, et ipfa curua in qua pun-
&um mouetur, poterit ex his folis datis determi-
mari pundi celeritas in quouis loco. Erit enim

RGN i) il - 4
de—dyds foy c:”__e.jrtiat vbie denotat numerum, cuius
logarichmus hyperbolicus eft 1.

Figura 6.12: Leonhard Euler, Mechanica, vol 1, pag 68 (1736). https://scholarlycommons.p
acific.edu/euler-works/
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3 Designad, ¢, diomstrum globi in sorup. Pedis Rhenani, m: n, rationesi’ gravitatis speciican globi ad et

e specificar arls sew modii i quo globus movetur, sit ¢, ‘wiipns durationisglobi i adre,” " it

sscundis st porro altitude quacsita ad quam corpus ascendit 2. Seribatur pro auera eujiis lnpmnmur&:‘_

unitas, ¢, qui est 27182897.... cujus logarithmos secundum Viaeq. ost 0,6362968. Indicat porro N mnne!:ihi

graduum areus, cujus tangens est: k. G
e

o™y

existente s tote =1. Aliitudo quesita @, ox hae acquatione erui debet:

/Ay fEe i
nve (1055 — 7162108 (= ]/n wne__y))- it il
;

€k tg‘
#7050 Vanm — ) eal

Figura 6.13: Leonhard Euler, Euler, Meditatio in experimenta explosione tormentorum nuper
instituta, (1862). https://scholarlycommons.pacific.edu/euler-works/

Situacdes ou fendmenos que envolvem um crescimento ou decaimento exponencial conti-
nuo naturalmente sao modelados por funcdes exponenciais de base e. E o0 caso, por exem-
plo, do decaimento radioativo, do crescimento de populacdes e de alguns fenémenos da
Fisica, como a variacao da pressao atmosférica em funcao da altura e o resfriamento de
corpos. Vejamos este Gltimo exemplo com mais detalhes.

Uma das leis da fisica que possui grande aplicacao é a chamada Lei do resfriamento de
Newton. Ela estabelece que, quando um corpo é colocado em um ambiente mantido a tem-
peratura constante, sua temperatura varia a uma taxa proporcional a diferenca de tempe-
ratura entre o corpo e o ambiente. Ou seja, podemos dizer que quando um objeto estiver a
uma temperatura mais alta do que a sua vizinhanca, ele perdera calor para o ambiente e
esfriara. € o que faz uma xicara de café quente deixada sobre a mesa esfriar com o passar
do tempo.

Essa Lei pode ser traduzida matematicamente pela funcéo exponencial D(t) = Dy - e~
em que D é a diferenca de temperatura no instante ¢t = 0, D(t) a diferenca num instante ¢
e o uma constante que depende do material de que é constituida a superficie do objeto.

\_ J
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Préximo valor Atividade 21

.

Complete a tabela com os préximos valores de acordo com cada modelo especificado.

8

3 3

3
6 6 6

DU WIN =IO

a) Algum dos modelos é possivel preencher de mais de uma forma? Qual(is)? Compare
suas respostas com pelo menos dois de seus colegas.

b) Admita que para o modelo quadratico o ponto (0,3) é o vértice da parabola. Como pre-
encher a coluna do meio nesse caso?

c) Elabore expressdes para cada um dos modelos (considerando o quadratico do item (b))
e use uma calculadora grafica para representa-los e em um mesmo sistema de coorde-
nadas.

d) Qual dos modelos apresentou maior crescimento? Serd que a sua resposta seria a
mesma se trocassemos os valores iniciais (mantendo o mesmo para os trés casos)?

Intervalo de tempo

.

Um biélogo observou que a drea ocupada por uma cultura de bactérias em uma placa de Petri
estava crescendo a uma taxa de 44% a cada hora. No inicio da observacao a drea ocupada pela
cultura era de 100mm?. A funcdo exponencial que modela essa situacao é, portanto, dada por
A(t) =100 - (1,45)".

a) Determine o fator de crescimento na primeira meia hora.

b) Determine o fator de crescimento na segunda, na terceira e na décima meia hora, ou seja,
A(l) A(1,5)  A(D)

os valores de A(05) AQ) eA(475).

c) Mostre que o fator de crescimento é o mesmo em qualquer intervalo de meia hora.
. 1 : )
d) Mostre que, para qualquer intervalo de 1 de hora, o fator de crescimento é o mesmo.

e) Justifique a seguinte afirmacao: "0 fator de crescimento da drea na cultura de bactérias
em um dado intervalo de tempo depende apenas do tamanho desse intervalo.”
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Olhando para uma funcao exponencial geral f(z) = ¢-a® em um intervalo [z, x + h] do dominio
podemos observar que

flath) _ on
f(z)

A ultima expressao significa que o fator de multiplicacao nesse intervalo depende apenas do
comprimento (h) desse intervalo. Nesse mesmo intervalo se olhamos para a taxa de variacdo
média teremos

g B f(x+h)ff(x)_c-a“"+hfc-aw
Ar h a h
_ c-a®-a"—c a® L, a'—1
- h - h
a — 1
Af _ ()ah_l
Ax h

Ou seja, a taxa de variacao média também pode ser obtida a partir da imagem do valor inicial
do intervalo multiplicado por um fator que depende apenas do comprimento do intervalo. Mas
0 que isso quer dizer?

Bem, a taxa de variacao esta relacionada com a velocidade de crescimento, isso significa que
se olhamos em intervalos iguais a velocidade sempre sera proporcional ao valor da funcao no
inicio do intervalo. Vejamos um exemplo:

Para a funcdo f(x) = 4* em intervalos de tamanho 0,5, [z, z 4 0,5] temos

Af 42405 _ gz . 405 _ 1
— = — =4
Az 0,5 075
Va—1
= fl@) o =)

Isto é, a velocidade média em intervalos de tamanho 0,5 é sempre o dobro da posicao no inicio
dointervalo.

2,5; 3] [—1;—-0,5]

F(2) =32 | f(—1)=10,25

64 0,5

O fator de multiplicacao na taxa de variacao média depende apenas da base a e do tamanho
do intervalo h. Vamos analisar o que ocorre quando fazemos o comprimento do intervalo ficar
bem préximo de zero, ou seja, quando taxa de variacao média se aproxima da taxa de variacao
instantanea.



1 1 2 3 -0,5 -0,25

0,5 0,82842712 1,4641016 2 —0,58578644 | —0,26794919
0,1 0,71773463 1,1612317 1,4869835 —0,66967008 | —0,28358342
0,01 0,69555501 1,1046692 1,395948 —0,69075046 | —0,28726866
0,001 0,69338746 1,099216 1,3872557 —0,69290701 | —0,2876407
0,0001 0,6931712 1,0986726 1,3863905 —0,69312316 | —0,28767793
0,00001 0,69314958 1,0986183 1,386304 —0,69314478 | —0,28768166
0,000001 0,69314742 1,0986129 1,3862953 —0,69314694 | —0,28768203

Perceba que, para cada uma das bases, os fatores parecem estar se aproximando de um valor
que, agora, s6 depende da base da exponencial. Isso nos leva a querer conjecturar que

‘Ataxa de variacao instantanea da funcao exponencial em um valor zy do dominio é sempre pro-
porcional ao valor da funcao no ponto f(z,) e que a constante de proporcionalidade depende
apenas da base da exponencial.’

Dito de outra maneira, se uma grandeza cresce segundo uma funcao exponencial, a velocidade
de crescimento em cada instante sempre sera proporcional ao estado atual daquela grandeza.
Quanto maior o valor, mais réapido crescera, e, no caso de decaimento exponencial, quanto me-
nor o valor, mais devagar decaird. Isso é coerente com a ideia de crescimento rapido e de um
decaimento que faz com que as imagens se aproximem de zero sem, no entanto, atingirem o
valor zero.

Pode-se conjecturar, ainda a partir da Gltima tabela que, para bases menores que 1 o fator de
multiplicacdo da taxa de variacao serd negativo (o que é coerente, pois nesses casos a funcdo
precisa ser positiva e decrescente) e que entre as bases 2 e 3, deve existir uma base em que o
fator de multiplicacdo da taxa de variacao seja igual a 1. De fato,

2,61828" — 1
h
1 1,7 1,71 1,718 1,7182 1,71828
0,5 1,2863353 1,2924155 1,2972716 1,2973929 1,2974414
0,1 1,0442538 1,0483374 1,0515946 1,0516759 1,0517084
0,01 0,99820089 1,0019347 1,004912 1,0049863 1,005016
0,001 0,99374521 0,99744575 1,0003964 1,00047 1,0004995
0,0001 0,9933011 0,99699833 0,99994631 1,0000199 1,000493
0,00001 0,99325671 0,9969536 0,99990131 0,9999749 1,0000043
0,000001 | 0,99325227 0,99694913 0,99989682 0,9999704 0,99999983

Essa base, é exatamente o nimero de Euler que vimos anteriormente.

Afuncéo f(x) = e® é, portanto, uma funcdo real que em cada ponto o valor da funcdo (posicdo)
é igual a taxa de crescimento (velocidade).

As conjecturas acima sao todas verdadeiras e as demonstracdes poderao ser vistas em um
curso de calculo no nivel superior, ao se estudar o conceito de derivada de uma funcao.
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S EnEEN\El PROGRESSOES GEOMETRICAS
Progressoes
e

Sequéncias de nimeros reais sao usualmente denotadas por [a;, a,, a3, a4, ...| € cada elemento
é chamado de termo e esta identificado de acordo com a sua posicao na sequéncia. Por exem-
plo, o simbolo a3, representa o trigésimo sétimo ndimero real na sequéncia considerada.

a) Em cada item a seguir determine quais sado os ndmeros que compdem a sequéncia:

i) O primeiro termo é 10 e cada termo é igual ao anterior multiplicado por 3;
ii) a; = 5 e cada termo é 100% maior que o anterior;
iii) a; =4,ay = —ay, a3 = —ay, ..., a,41 = —a, para todo n natural;
iv) as = —100ea, , = %" para todo n natural;

V) a; = 4, a3 = 36 e cada termo é igual ao anterior multiplicado por um valor constante;
Ap4q

vi) a; =8e = 0,4 para todo n natural;

n

vii) as = 1000 e cada termo é 20% menor que o anterior;
viii) a; = 1ea,,,; = —3a, para todo n naturtal;

ix) a; =7ea,, = a, paratodo n natural.

b) Que caracteristicas tém em comum todas as sequéncias do item anterior?

¢) Quais delas apresentam crescimento ou decaimento exponencial? O que as diferencia
das outras?

De 8 em 8 horas
%

Vocé recebeu do médico a indicacdo de tomar o analgésico e antitérmico Paracetamol, 1 com-
primido de 500mg, 3 vezes ao dia (de 8 em 8 horas) por 5 dias. Ao fazer uma pesquisa na
internet vocé descobre que a meia-vida desse remédio é de 4 horas, isto é, que nesse inter-
valo de tempo, seu corpo consegue eliminar 50% da quantidade de Paracetamol presente no
seu corpo.

a) Qual a porcentagem da dose ingerida estara no seu corpo 8 horas apdés a primeira inges-
tao?

b) Considerando que apds 8 horas, uma nova dose igual a inicial sera ingerida, qual a quan-
tidade total da substancia no seu sangue?

c) Organize os valores em uma tabela, e descubra a quantidade de paracetamol no seu
sangue ao final de 24 horas imediatamente antes de vocé tomar o novo comprimido.
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Comprimido Quant. presente (mg) ‘ Nova dose (mg) Total (mg)

1(0h) 0 500 500
2(8h) 500

3 (16h) 500
4 (24h) 500

d) Vamos generalizar: complete a tabela a seguir considerando a varidvel d para a dose e
g para o fator de decaimento quaisquer.

Comprimido Quant. presente (mg) ‘ Nova dose (mg) Total (mg)

2 dq d d+ dg
3 d
10 d
n d

e) Parasaber a quantidade de substéncia no sangue logo ap4s tomar o Gltimo comprimido
sem precisar calcular todas as etapas, Matheus pensou da seguinte maneira:

0 ultimo comprimido é o 15° (3 por dia, durante 5 dias). Pelo que vi na dltima
tabela, a quantidade total de substancia no meu sangue logo apds ingeri-lo
pode ser expressa por

S=d+dg+d¢*+ - +dg" + dg"

Se deixar passar o mesmo intervalo de tempo que estava habituado terei no
meu sangue
Sq=dq+dg* + dg® + - - + dg*® + dg'®
E essas duas expressoes tém quase todos os termos iguais! Se subtrair uma
da outra, vou obter
S —Sq=d—dg'*°
S(1—q)=d(1-q")
d(1—¢'%)
l—gq
Dai consigo calcular o valor de S, que era o que se desejava saber!

S:

Utilize o raciocinio do Matheus e os dados do Paracetamol (itens a, b e ¢) para calcular a
guantidade de substancia no seu sangue ao ingerir o Gltimo comprimido.




PARA REFLETIR N

Como adaptar o raciocinio do Ultimo item da atividade anterior para o vigésimo comprimido,
usando as variaveis d e q? E o caso geral: para o n-ésimo comprimido?

S=d+dq+dg*+-- +dg"

Use a mesma ideia para responder o seguinte problema: Vocé recebe por e-mail uma pro-
posta de trabalho. Uma empresa que oferece a seguinte forma de pagamento a seus funci-
onarios: R$ 0,10 pelo primeiro dia, R$ 0,20 pelo segundo dia, R$ 0,40 pelo terceiro dia e assim
sucessivamente, dobrando a cada dia o valor do dia anterior. Vocé aceitaria a proposta ou
deletaria o e-mail?

J
Escada Infinita Atividade 25
r
Na figura abaixo, os angulos indicados sao retos, ABmede 1, BC =CD = ¢ < 1.
. A
G
5 H
v 4
F
C 4
d q D
q
1
* 3 4
A B P

a) Calcule, em funcédo de ¢, os comprimentos de DE, EF, FG,GH e HI.

b) Quais sdo as sequéncias de segmentos cujas medidas formam progressdes geométri-
cas?

c) Se a construcdo continuasse indefinidamente, quais seriam as medidas dos novos seg-
mentos horizontais (paralelos a AP)? Que segmento da figura tem comprimento igual a
soma de todos os (infinitos) segmentos horizontais?

d) Por que podemos afirmar que AP = PQ + 1?

e) Por que podemos afirmar que PQ = ¢.AP?

f) Conclua que a soma de todos os infinitos segmentos horizontais é igual a 7
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m S \V4E\nlsl PROGRESSOES GEOMETRICAS

Sequéncias numeéricas também sao chamadas de progressdes. Chamamos de progressoes ge-
ométricas (PG) aquelas em que cada termo, a partir do segundo, éigual ao anterior multiplicado
por um valor constante, chamado de razdo da progressao (usualmente denotado pela letra g,
de quociente).

A expressao que permite calcular qualquer termo a partir do primeiro (ou outro termo qualquer)
e darazdo é chamada de termo geral da progressao geométrica. Se uma PG tem primeiro termo
ay € razao g, temos que:

ay = a1-¢q
_ _ 2
ag = G3-¢=4ay-4q
_ _ 3
ag = a3-q=a;-q
J— - n
py1 = Qp-q=20a1-g
Sequéncia Primeiro | Razdo | Termo geral Grafico
termo
(3,8, 12,24, 48,..} 3 2 =32
{81,27,9,3,1,..) 81 P | am=s-(3y

{m, nﬁ, n, ?..'hﬁ,...

} X \/i a =M (wﬁ)”

{1,-2,4,-8,16,-32,..} 1 2 a,,=(-2"

-1,-5,-25,125,..} K 5 4, =15

Todas as sequéncias da atividade "Progressdes” sao progresstes geométricas, mas apenas al-
gumas delas apresentam comportamento exponencial conforme definimos no inicio deste ca-
pitulo. Especificamente, sdo aquelas que tém primeiro termo positivo e razao positiva e dife-
rente de 1.

Na atividade “8 em 8 horas", vimos uma situacdo, normalmente estudada por uma érea da Far-
macologia chamada Farmacocinética (estudo das etapas vencidas pelos medicamentos nos



organismos), em que ha interesse em se conhecer a soma dos termos consecutivos de uma
progressao geomeétrica. Ha diversas outras situacdes em que essa soma ganha uma interpre-
tacdo interessante, e nos casos em que ha decaimento (fator de multiplicacdo com valor abso-
luto menor que 1), podemos considerar a soma dos infinitos termos como um limite das somas
de quantidades finitas.

B Se uma bola é largada de uma determinada altura e sempre quica de volta alcancando
80% da altura anterior, qual a distancia total percorrida (para cima e para baixo) pela bola
depois de 15 quiques?

B Qual o nimero total de nascimentos em um periodo de 20 anos em uma populacao que
cresce a uma taxa percentual fixa?

B Qualovalortotalde uma aplicaca@o financeira que cresce a uma taxa mensal fixa, se todo
més for realizado um depésito igual ao valor inicial?

Apesar de podermos deduzir uma féormula que nos dé a soma dos termos de uma Progressao
Geomeétrica, queremos destacar que ela é de facil deducao e a ideia pode ser reproduzida sem-
pre que for preciso.

Para evitar discussdes demasiadamente técnicas, vamos nos concentrar nos casos em
que a razao é positiva e comecaremos com um exemplo: vamos somar os termos da PG
(8,24,72,--- ,1417176,4251528). Trata-se de uma progressdo de razao 3, isto é, cada termo é
igual ao anterior multiplicado por 3. Chamemos de S a soma procurada:

S=8+24+72+ -+ 1417176 + 4251528

Agora, multiplicamos essa linha inteira pela razao, 3, e comparamos os termos,

38 =24+ 72+ 216+ --- + 4251528 + 12754584

Quase todos sao iguais! Basta, entao, subtrairmos a primeira igualdade da segunda

35 = 24+ 77+ 246+ - + 4251528 + 12754584
—( S = 8+ 24 + 77+ 246 + - - - + 4251528 )
28 = 12754584 — 8

O que nos leva a

12754576

5 2

= 6377288.

Com essaideia, é possivel somar qualquer quantidade de termos consecutivos de uma progres-
sao geomeétrica:

B Nomeia a soma e escreve suas parcelas;

B Multiplica tudo pela razao;

B Subtrai umaigualdade da outra cortando as parcelas iguais;
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B Descubra o valor da soma.

E no caso de somas infinitas, como na atividade “Escada Infinita"? Primeiro, é importante obser-
var que nem sempre € possivel somar os infinitos termos de uma PG. Vejamos o caso em que a
PG apresenta crescimento exponencial: considere ¢ > 1 e a progressao infinita (1, ¢, ¢, ¢3, ...).
Cada um dos termos dessa progressao é maior que 1, entdao podemos dizer que

l+g+¢+ - +¢" >1+1+-+1=n

De forma que, a cada nova parcela acrescentada na soma faz com que ela cresca superando
o préximo nimero natural. Assim, a soma dos infinitos termos da PG acaba por ser maior que
qualquer nimero natural, isto é, a soma é infinita.

Resta-nos olhar o caso em que a razao esta entre 0 e 1. Analise as figuras a seguir. Que identi-
dades elas sugerem?

Ao se considerar uma razao positiva e menor que 1, estamos diante de um decaimento expo-
nencial em que os termos da PG vao ficando rapidamente cada vez menores. Essa taxa de
decaimento é suficiente para garantir que a soma dos infinitos termos serd igual a um nd-
mero real (e ndo infinita como no caso anterior). A forma como procedemos para encontrar
a soma neste caso é igual a anterior: PG infinita decrescente de primeiro termo d e razao ¢ < 1:
(d,dq,dq? dg?, ...)

B Nomeamos a soma e escrevemos suas parce[as

S =d+dg+dg* +dg® + -

B Multiplicamos a igualdade toda pela razao q

Sq = dq+ dg® + d¢® + dg* - --

B Comparamos as igualdades e subtraimos uma da outra para cancelar os termos seme-
lhantes

n
I

d+ g4 + dg? + dg® + - -
9+ dF +d +dgt + )
d

|
nn
S

I




B Encontramos uma expressao para a soma

SS(l—g)=d < S=—.

l—¢q
Vejamos um exemplo:

Calcular o valor da soma

4 4
S =444 4...
+t3tgt

Procedimento Férmula

S = 4+§+§+
(5 = drdrda )| s=(
¥ = 4 S5=6
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SSENmEN sl PROGRESSOES GEOMETRICAS
Na Geometria Atividade 26
r
a) Na figura abaixo, os dngulos indicados séo retos e o segmento AB mede 1. Justifique a
seguinte afirmacdo: “A sequéncia formada pelas medidas dos segmentos AB, BC, C'D,
DE, EF e FG, nesta ordem, é uma progressdo geométrica crescente.”
G
b) Na figura abaixo, o arco AC é uma semicircunferéncia e o segmento BD é perpendicu-
lar ao didmetro AC. Podemos afirmar que as medidas dos segmentos AB, BD e BC
formam, nesta ordem, uma progressao geométrica? Porqué?
D
A B C
0,9999... Atividade 21
r

O nimero0,9999...éumadizima periddica, ou seja, € um nlimero que apresenta um sequéncia
infinita de algarismos decimais que se repetem. De um modo geral esses algarismos que se
repetem - e que podem aparecer em grupos de um ou mais algarismos - ordenados sempre
na mesma disposicao é chamado de periodo da dizima. Uma outra notacao muito utilizada
consiste em pdr um traco sobre o periodo. Veja alguns exemplos:



0,333333...=0,3 0,142857142857... = 0,142857 0,99999... =09

a) Posicione o nimero 0,9 na reta real abaixo.

b) Considere a progressdo geométrica (0,9;0,09; 0,009; 0,0009; . . .). Trata-se de uma sequén-
cia crescente ou decrescente? Qual a razao dessa PG?

c) Que relacao que a PG tem com o ndmero 0,97

d) E possivel calcular asoma de todos os infinitos termos dessa progressao? Caso positivo,
calcule.

e) Vocé mudaria a resposta que deu no item (a)?

Triangulo de Sierpinski
.

Considere a seguinte construcao geométrica. A partir de um triangulo equildtero - nossa fi-
gura inicial - determinamos os pontos médios de cada um dos seus lados e unimos esses
pontos dois a dois formando um novo tridngulo equilatero central que é retirado. Obtemos
assim a segunda figura da construcao que esta ilustrada abaixo.

Seguimos adiante com a construcao repetindo esse mesmo processo para cada um dos trian-
gulos equildteros sombreados que aparecem na figura 2. Obtemos assim a terceira figura da
imagem acima. Seguindo com este processo recursivo indefinidamente obtemos uma figura
conhecida como triangulo de Sierpinski, ele faz parte de um conjunto de objetos matematicos
chamados de fractais. Leia mais sobre eles no Vocé sabia a seguir.

a) Sem fazer contas, apenas olhando para o processo que descreve a construcao do trian-
gulo de Sierpinski, o que vocé diria sobre a area e o perimetro dele?

b) Na tabela a seguir apresentamos os valores da area, do perimetro e da drea esburacada
da figura inicial e das duas primeiras iteracées do processo de construcdo do triangulo
de Sierpinski.
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| Area Perimetro Area esburacada |
Figura inicial A P 0
1% Iteracao Alzé-A P1:§.P BI:E-A
, ?fl 2 32 2 1 ! 3
Pieracio | dy= () 4| B=(5) P | B=jav] A
3% Iteracao
4% |teracao

Complete as linhas da tabela com os valores da area, do perimetro e da &rea esburacada
para a terceira e quarta iteracao.

c) Generalize as expressdes que vocé encontrou para a area, o perimetro e a area esbura-
cada a fim de obter expressdes que representem os valores esperados para a n-ésima
iteracdo.

d) Utilize a expresséao para a area esburacada que vocé encontrou no item anterior para
concluir que a drea do triangulo de Sierpinski é zero.

VOCE SABIA? A

\_

Fractais sao objetos gerados pela repeticdo de um mesmo processo (iteracdo/recursao) e
que apresentam auto similaridade, isto é, cada uma de suas partes menores sao similares
as partes maiores e por isso dizemos que estes objetos apresentam uma complexidade
infinita. Seu estudo permite a representacao de certos elementos naturais que possuem
caracteristicas irregulares, é o caso, por exemplo, de regiées costeiras, alguns vegetais e
até mesmo algumas partes do nosso corpo, como o fundo do olho. O triangulo de Sierpinski
que exploramos na atividade acima é também um fractal.

Figura 6.14: Fractais na natureza. Samambaia. Foto de Mike C. S. em Unsplash; Regiao do
Egito Google Earth Fractals e Fundo do olho humano.

J




EXERCICIOS .

(Enem 2009 caderno amarelo AR Questao 137) A populacdo mundial estd ficando mais
velha, os indices de natalidade diminuiram e a expectativa de vida aumentou. No grafico
seguinte, sao apresentados dados obtidos por pesquisa realizada pela Organizacdo das
Nacdes Unidas (ONU), a respeito da quantidade de pessoas com 60 anos ou mais em todo
o mundo. Os nimeros da coluna da direita representam as faixas percentuais. Por exem-
plo,em 1950 havia 95 milhdes de pessoas com 60 anos ou mais nos paises desenvolvidos,
ndmero entre 10% e 15% da populacao total nos paises desenvolvidos.

[461 35
Paises desenvolvidos
30
25
: 1.592]
|NGmeros em milhGes| lﬂ"— 20
Uit Lo —
@’.-"Fg_ise em ..
L..sne® desenvolvimento
110| ESTIMATIVAS
———————————1 70

1950 70 90 2010 30 50
Figura 6.15:

Fonte:"Perspectivas da Populacdo Mundia”, ONU, 2009
Disponivel em: www.economist.com.
Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado)

Suponha que o modelo exponencial y = 363e%%3% em que 2 = 0 corresponde ao ano 2000,
x = 1 corresponde ao ano 2001, e assim sucessivamente, e que y é a populacao em mi-
lhdes de habitantes no ano z, seja usado para estimar essa populacao com 60 anos ou
mais de idade nos paises em desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse modo, consi-
derando %3 = 1,35, estima-se que a populacado com 60 anos ou mais estara, em 2030,
entre

a) 490 e 510 milhdes.

b) 550 e 620 milhoes.

¢) 780 e 800 milhdes.

d) 810 e 860 milhdes.

e) 870 e 910 milhdes.

I_] CAPITULD

FUNCAO EXPONENCIA



|_J CAPITULD

FUNCRO EXPONENCIA

(Enem 2011 caderno cinza PPL Quest&o 171) A torre de Handi é um jogo que tem o objetivo

de mover todos os discos de uma haste para outra, utilizando o menor ndmero possivel
de movimento, respeitando-se as regras.

B c
Figura 6.16:

As regras sdo: 1- um disco maior nao pode ser colocado sobre um disco menor; 2- pode-
se mover um Unico disco por vez; 3- um disco deve estar sempre em uma das trés hastes
ou em movimento

Disponivel em: http://www.realidadevirtual.com.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado).
Disponivel em: http://www.imeusp.br. Acesso em: 28 abr. 2010 (adaptado)

Usando a torre de Hanéi e baseando-se nas regras do jogo, podemos montar uma tabela
entre o nimero de pecas (X) e o nimero minimo de movimentos (Y):

' Nimero de pecas  NdGmero minimo de movimentos |

Arelacdoentre (X)e (V) é

a Y =2-1
b)Yy =201
)Y =2
dY=2r-1
e)Y =2rx—-4

(Enem 2013 caderno cinza PPL questao 176) Em um experimento, uma cultura de bacté-
rias tem sua populacao reduzida pela metade a cada hora, devido a acao de um agente
bactericida. Neste experimento, o nimero de bactérias em funcao do tempo pode ser
modelado por uma funcao do tipo

a) Afim.

b) Seno.

c) Cosseno.

d) Logaritmica crescente.

e) Exponencial.



(Enem 2015 caderno amarela AR questdo 159) O acréscimo de tecnologias no sistema pro-
dutivo industrial tem por objetivo reduzir custos e aumentar a produtividade. No primeiro
ano de funcionamento, uma inddstria fabricou 8.000 unidades de um determinado pro-
duto. No ano seguinte, investiu em tecnologia adquirindo novas maquinas e aumentou a
producao em 50%. Estima-se que esse aumento percentual se repita nos préximos anos,
garantindo um crescimento anual de 50%. Considere P a quantidade anual de produtos
fabricados no ano t de funcionamento da inddstria. Se a estimativa for alcancada, qual
é a expressao que determina o nimero de unidades produzidas P em funcdo de t, para
t>17

a) P(t)=0,5-t"148.000
b) P(t) =50-t"1 +8.000

c) P(t) =4.000-t"! +8.000
d) P(t) =8.000-(0,5)"!

e) P(t) =8.000- (1,5)"1

(Enem 2015 caderno cinza PPL questdo 167) O sindicato de trabalhadores de uma empresa
sugere que o piso salarial da classe seja de R$1.800, 00, propondo um aumento percentual
fixo por cada ano dedicado ao trabalho. A expressao que corresponde a proposta salarial
(s), em funcdo do tempo de servico (¢), em anos, é s(t) = 1.800 - (1,03)!. De acordo com
a proposta do sindicato, o saldrio de um profissional dessa empresa com dois anos de
tempo de servico sera, em reais,

a) 7.416,00

b) 3.819,24

c) 3.709,62

d) 3.708,00

e) 1.909,62

(Enem 2016 caderno amarelo PPL questao 141) O governo de uma cidade esté preocupado
com a possivel epidemia de uma doenca infectocontagiosa causada por bactéria. Para
decidir que medidas tomar, deve calcular a velocidade de reproducao da bactéria. Em
experiéncias laboratoriais de uma cultura bacteriana, inicialmente com 40 mil unidades,
obteve-se a formula para a populacao:

P(t) =40-2%

em que ¢t é o tempo, em hora, e P(t) é a populacao, em milhares de bactérias. Em relacao
a quantidade inicial de bactérias, apés 20 minutos, a populacdo sera

a) Reduzida a um terco.

b) Reduzida a metade.

¢) Reduzida a dois tercos.

d) Duplicada.

e) Triplicada.
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(Enem 2016 caderno amarelo PPL questdo 174) Admita que um tipo de eucalipto tenha

expectativa de crescimento exponencial, nos primeiros anos apds seu plantio, modelado
pela funcdoy(t) = a’~!, na qual y representa a altura da planta em metro, t é considerado
em ano, e a € uma constante maior que 1. O grafico representa a funcao y.

¥ (metro)

32

t (ano)

Figura 6.17:

Admita ainda que y(0) fornece a altura da muda quando plantada, e deseja-se cortar os
eucaliptos quando as mudas crescerem 7,5 metros apés o plantio. O tempo entre a plan-
tacao e o corte, emano, é igual a

a) 3

b) 4

c) 6

d) logy 7

e) 10g2 15

(Enem 2017 caderno amarelo PPL questao 142) Ao abrir um negécio, um microempreende-
dor descreveu suas vendas, em milhares de reais (unidade monetéria brasileira), durante
os dois primeiros anos. No primeiro ano, suas vendas cresceram de modo linear. Posteri-
ormente, ele decidiu investir em propaganda, o que fez suas vendas crescerem de modo
exponencial. Qual é o gréfico que melhor descreve as vendas em funcdo do tempo?

a) 45 b) 4I5 [
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n 0 decaimento radioativo do estréncio 90 (5r-90) é descrito pela funcéo P(t) = P, - 27,

em que t é o tempo, medido em anos, b é uma constante real e P, é a concentracao inicial
de 5r-90, ou seja, a concentracdo no instante ¢t = 0.

a) Determine o valor da constante b sabendo que a meia-vida do Sr-90 é de 29 anos (ou
seja, a concentracao de Sr-90 cai pela metade em 29 anos).

b) Foram detectados 570 becquerels de Sr-90 por kg de solo na regido da usina de Fu-
kushima, no Japdo, em abril de 2011 (valor que corresponde a cerca de 130 vezes a
concentracao normal do solo daquela regido). Determine qual serd a concentracéo
de 5r-90 depois de 100 anos.

A concentracao de C'Oy na atmosfera vem sendo medida desde 1958 pelo Observatério

de Mauna Loa, no Havai. Os dados coletados mostram que, nos Gltimos anos, essa con-
centracdo aumentou, em média, 0,5% por ano. E razodvel supor que essa taxa anual de
crescimento da concentracao de C'O, ird se manter constante nos préximos anos.

a) Escreva uma funcdo C(t) que forneca a concentracdo de CO, na atmosfera em rela-
cao ao tempo t, dado em anos. Considere como instante inicial — ou seja, aquele em
quet = 0 - o ano de 2004, no qual foi observada uma concentracao de 3774 ppm de
CO, na atmosfera.

b) Determine a concentracéo de C'O, em 2020.

O sistema de ar condicionado de um 6nibus quebrou durante uma viagem. A funcao que
descreve a temperatura (em graus Celsius) no interior do 6nibus em funcdo de ¢, o tempo
transcorrido, em horas, desde a quebra do ar condicionado, é T(t) = (Ty — T.,) - 10774 +
T..:, em que T é a temperatura interna do dnibus enquanto a refrigeracao funcionava, e
T... é a temperatura externa (que supomos constante durante toda a viagem). Sabendo
que T, =21°CeT,,, = 30°C,

a) escreva a expressao de T'(t) para esse problema;

b) calcule a temperatura no interior do 6nibus transcorridas 4 horas desde a quebra do
sistema de ar condicionado.

I_] CAPITULD
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Logaritmos e a Fungao
Logaritmica

Conceito de logaritmo. Propriedades opera-
cionais dos logaritmos. Funcao logaritmica.
Grafico da func3o logaritmica e sua relacdo
com a funcdo exponencial. Graficos em esca-
las logaritmicas.

Os logaritmos estdo presentes em problemas
de natureza exponencial sempre que a incog-
nita aparece no expoente. Esse tipo de ques-
tao é relevante em muitos problemas praticos
como, por exemplo, para calcular em quanto
tempo uma divida no cartdo de crédito do-
brara seu valor.

Os logaritmos estdo presentes na matematica
financeira e também em questGes técnicas de
areas do conhecimento como a fisica, a enge-
nharia, a quimica e até as ciéncias da salde,
sendo utilizados, por exemplo, na escala Ri-
chter, nas definicoes de decibel e de PH, no
decaimento radioativo, na datacdo por car-
bono 14 e na farmacologia.

Os logaritmos sdo também (teis sempre
que dados de magnitudes muito distintas es-
t3o representadas em um mesmo grafico ou
quando crescimentos relativos sao mais im-
portantes do que os valores absolutos. Gra-
ficos nessa escala sdo muito utilizados para
avaliar a evolucdo de acdes da bolsa de valo-
res e em processos que crescam exponencial-
mente, como na pandemia de Covid-19.
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No capitulo sobre a funcao exponencial vocé observou diversas situacdes em que uma quan-
tidade cresce exponencialmente. Esse é o caso, por exemplo, de juros compostos, no qual o
montante (ou a divida) é multiplicado por 1 + 4 a cada periodo. Desse modo um capital de R$
1.000,00 cresceria, a uma taxa de 5% ao més de acordo com a progressao a seguir.

més 0o — 1T — 2 — 3 —
x1,05 x1,05 x1,05 x1,05

1000 — S 1050 — S 11025 — S$ 115762 —

montante

Figura 7.1: O crescimento com juros compostos.

Muitas vezes estamos interessados em saber quanto tempo, ou quantos periodos sao neces-
sarios para que determinada quantia seja atingida. Na situacao acima, por exemplo, quantos
meses seriam necessarios para atingirmos R$ 1.102,5? Vemos na sequéncia de montantes, que
seriam necessarios dois meses para isso.

PARA REFLETIR

Para atingirmos R$1.150,00 precisariamos de quanto tempo? Por que ndo obtemos exata-
mente esse valor em 3 meses?

Utilize a tabela de poténcias a seguir nas atividades propostas. Por exemplo, na intersecao da
linha 2 com a coluna 5 estd o nimero 2° = 32.

Expoentes

Bases 2 E 4 E 6 | 7

11121 1,331 | 1,464 | 1,610 | 1,771 | 1948 | 2043 | 2,357 | 2,593
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
3 9 27 81 243 | 729 | 2187 | 6561 | 19683 | 59049

0]
1,01 N 1,0201
1
1
1

Divida no cartao Atividade 1
r

Um pessoa tem uma divida de R$ 10.000,00 no cartdo de crédito, que cobra juros de 10% ao
més. Se essa divida ndo for amortizada, em quantos meses ela ultrapassara R$ 15.000,00? E
R$ 20.000,00? E R$ 25.000,007

Bactérias no leite Atividade 2

.

Determinada bactéria contamina um copo de leite a temperatura ambiente. Suponha que o
leite seja considerado impréprio para o consumo se a populacao da bactéria no copo for maior
ou igual a 16.200 individuos. A populacdo de bactérias tem, inicialmente, 200 individuos e sua
populacao triplica a cada hora até atingir 40.000 individuos. Em quanto tempo a populacao
atingird 16.200 individuos?
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Economizando para uma viagem
r

Rebeca recebeu de sua avé paterna uma heranca em dinheiro no valor de R$ 40.000,00. Ela
pretende utilizar esse dinheiro para conhecer a Inglaterra e o pacote de viagens que ela deseja
custa R$ 44.000,00. Aplicando o valor da heranca a juro de 1% ao més, quantos meses levara
Rebeca para conseguir o valor desejado e realizar seu sonho?

mElSINPas\nul LOGARITMOS

Problemas que envolvem a busca de expoentes, como os calculados nas atividades acima, apa-
recem com frequéncia em diversos contextos da matematica e suas aplicacbes. A esses expo-
entes damos o nome de logaritmos.

Por exemplo, 3 é o expoente ao qual precisamos elevar a base 2 para obter 8. Dizemos assim
que o o logaritmo de 8 em base 2 é 3 e escrevemos log, 8 = 3. De modo geral definimos:

Definicao Para dois nimeros reais a e b positivos, o logaritmo de a em base b, que denotamos
log, a, € 0 expoente ao qual a base b deve ser elevada para obtermos a. Assim, ¢ = log; a
se, e somente se, b¢ = a.

Quando escrevemos ¢ = logy, a, utilizamos os seguintes nomes para os nimeros a, be c.

- a é 0 logaritmando.

- béabase. 1Ogb a =cC

- céo logaritmo.

Nas atividades anteriores, estdvamos interessados nos expoentes em que precisadvamos ele-
var determinadas bases para encontrar alguns valores, ou seja, estavamos procurando deter-
minados logaritmos. Vocé consegue identificar os logaritmos buscados nessas atividades e os
valores encontrados?

D{SVIHNeNN Identificando os logaritmos \

Na atividade "Divida no cartdao" temos os logaritmandos ¢ = 15000/10000 = 1,5,
20000/10000 = 2 e 25000/10000 = 2,5, a base é sempre b = 1,1 e as aproximacdes en-
contradas na tabela para os logaritmos s@o ¢ = 5, 8 e 10, respectivamente:

log; 11,5 =~ 5,
log; ;2 ~ 8,
logy ;2,5 ~ 10.

Assim, o logaritmo ¢ = log;, a € 0 expoente ao qual a base precisa ser elevada para obter-
mos o logaritmando, ou seja b'°% ¢ = q.



Escrevendo os logaritmos
r

Identifique nas atividades "Bactérias no leite" e "Economizando para uma viagem" os logarit-
mandos, as bases e as aproximacodes de logaritmos encontradas na tabela como respostas e
escreva-os utilizando a notacao simbblica log, a ~ c.

Cuidado!!!

log, a € um nimero, mas log, ndo é. No entanto, para a base 10, existe a convencdao de
omitirmos a base. Desse modo que log 100 significa log;, 100 (que é igual a 2). De modo
geralloga = log; a.

(

Na computacao, a Lei de Moore estima como os computadores progridem. Ela prevé que a
capacidade computacional dobra a cada 1,5 ano. Para simplificar nossos céalculos, vamos
aproxima-la' por um crescimento de 10 vezes a cada 5 anos. Supondo que as previsées de
Moore estejam corretas, utilize a notacao de logaritmo para representar quantos quinquénios
serdo necessarios para:

a) a capacidade computacional aumentar 100 vezes,

b) a capacidade computacional aumentar 1000 vezes.

Qual seria a sua estimativa para a quantidade de quinquénios necessarios para a que capaci-
dade computacional aumente 1100 vezes?

'Em 5 anos ha 3, 3 periodos de 1, 5 anos, entdo o crescimento seria de 2% ~ 10,07, com duas casas decimais.

Nem toda base faz sentido

Logaritmos de base 1 nao fazem sentido! Qual seria log; 37 Seria o expoente ao qual de-
vemos elevar 1 para obter 3, mas 1*¥ = 1 para qualquer nimero real z. Isso nos levara a
excluir a base 1quando enunciarmos os teoremas. Bases negativas também nao sao boas
bases, pois suas exponenciais estao definidas somente para alguns valores, por exemplo
(—2)? faz sentido enquanto (—2)3/2 ndo faz, como estudado no capitulo Funcéo Exponen-
cial.

Y[ Ne’A Estimando logaritmos \

Nem sempre conseguimaos calcular um logaritmo exatamente e precisamos aproxima-lo.
Por exemplo sabemos que logs 25 = 2 e log; 125 = 3, porque 52 = 25 e 5% = 125. Mas qual
seria o0 valor de logs 1007 Ou seja, qual o expoente que devemos elevar 5 para obtermos
100? Do nosso estudo das funcdes exponenciais, sabemos que 5% é crescente (pois a base é
maior do que 1). Como 25 < 100, 0 expoente ao qual precisamos elevar 5 para obtermos 100
é maior do que 2, ou sejalogs 100 > 2. De modo analogo, como 125 > 100, temos logs 100 < 3.
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Assim, sabemos que 2 < logs 100 < 3.
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Assim, a distancia do logs 100 para 2 ou para 3 € menor do que 1 e poderiamos aproxima-lo
por 2 ou 3 com erro menor do que 1. Poderiamos, também, aproximar logs 100 por 2,5 com
erro menor do que 0,5.

===pp(m=\n[ml _LOGARITMOS
Calculos sem a calculadora

.

Calcule exatamente ou encontre um niimero natural que aproxime, com erro menor do que 1,
os seguintes logaritmos (justificando as suas respostas):

a) log, &; d) log, 10;
b) log; /5 32; e) log 113;
c) log 1000; f) logs 30.

Calcular logaritmos manualmente pode ser muito laborioso, por isso utiliza-se, preferencial-
mente, ferramentas digitais. Utilize o applet do GeoGebra' acessivel em https://www.geogeb
ra.org/classic/ug8fmvtc ou no QR code abaixo, para realizar os calculos abaixo.

a=291 b=1.95

c=291"" =698

10g2.66.98 = 1.95

Figura 7.2: llustracao do applet e QR code.

'Pode ser necessério utilizar o celular deitado para que aparecam os controles deslizantes.


https://www.geogebra.org/classic/ug8fmvtc
https://www.geogebra.org/classic/ug8fmvtc

Calculos com ferramentas computacionais Atividade 1
(

No applet do GeoGebra, mova os controles deslizantes das varidveis “a" e “b" e encontre um
valor aproximado (com até duas casas decimais) para:

a) log; 4 4 d) log, 7;
b) logy 7 4; e) logy 7 9;
c) log, 5; f) logs 7.

Se ndo tiver acesso ao applet, as atividades podem ser resolvidas utilizando a tabela? a seguir.

Logaritmando
4 5 6

1
00 [ 20232 |4,03]468]5,21 566|605 6,34 | 6,7
p) 01 1,58 | 2 2,32 | 258 | 281 | 3 3,17 | 3,32
g olo07 [1,1 | 139|161 1,8 |1,95]209]22 |231
3 00631 1,26 | 1,46 | 1,63 | 1,77 | 1,89 | 2 2.1
4 0105 |0,79]1 1,16 | 1,20 | 14 |15 | 1,58 | 1,66

Tabela 7.1: Logaritmos nas bases 1,41; 2;2,71; 3 e 4

. EXERCICIOS .

Calcule, usando a definicao, os seguintes logaritmos:

a) log, 64;

b) logs 2T,

o) logs 81;

d) logy /5 625;
e) log0,0001;
f) logy, 243;
g) log 4 32.

Identifique, em cada caso, se x é a base, o logaritmo ou o logaritmando e utilize o applet
do geogebra ou a tabela 7.1 para encontrar o valor de :
a) log, 10 = 2,31;
b) logy 71 = = 2,09;
o) log, 8 = 6,05;
d) logsb = z;

2Utilizamos as bases 1,41 pois elas aproximam /2 & 1,41 e e ~ 2,71, que podem ser interessantes em outros
problemas.
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e) logy 7 1 = m;
f) log, x = 2,58.

Se nao tiver acesso ao applet, as atividades seguintes podem ser resolvidas utilizando a tabela
seguinte.

Expoentes
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1,0035 | 1,007 | 1,0105 | 1,014 | 1,0176 | 1,0211 | 1,0247 | 1,0283 | 1,0319 | 1,035

1,03 | 1,06 | 1,092 | 1,125 | 1,159 | 1,194 | 1,220 | 1,266 | 1,304 | 1,343

1,14 1,299 | 1,481 | 1,688 | 1,925 | 2,194 | 2,502 | 2,852 | 3,251 | 3,707

Tabela 7.2: Poténcias de 1,0035; 1,03 e 1,14

A poupanca é o tipo de investimento mais popular no Brasil. Esse tipo de aplicacdo tem
baixo rendimento, contudo nao ofereceriscos. Em 2019 o rendimento da poupanca atingiu
a média de 0,35% ao més. Um investidor que aplicou R$5000,00 na poupanca, a taxa de
juros compostos de 0,35% ao més, obteve um montante de R$5141,72. Por quanto tempo
esse dinheiro esteve investido?

A taxa média de juros do rotativo do cartao no Brasil é de 352, 76% ao ano, que é aproxi-
madamente de 14% ao més, uma das taxas mais elevadas no mundo, segundo levanta-
mento da Proteste para o ano de 2018. Para se ter um comparativo, ainda de acordo com
a Proteste, o percentual de juros do crédito anual na Argentina é de 47, 40%, que é aproxi-
madamente 3% ao més.

Uma pessoa que devia R$1.200, 00 no cartdo de crédito, com uma taxa de 14% ao més, fi-
cou impossibilitada de pagar sua fatura até o valor da divida ficar em R$2.310, 50. Quanto
tempo ela ficou sem pagar a fatura? Se a divida tivesse a taxa média da Argentina, de 3%
ao més, a que valor ela chegaria no mesmo periodo?



-J

S Eusz\nnl LOGARITMO DO PRODUTO

Existem algumas propriedades que auxiliam na resolucao de problemas envolvendo logarit-
mos. Uma dessas propriedades é chamada de logaritmo do produto e estudaremos ela a seguir.
Vamos explorar os valores dos logaritmos e buscar relacées entre eles.

CARITULO

Iniciamos utilizando a tabela de poténcias racionais de 2 a seguir para buscar padrdes nos lo-
garitmos de base 2. Os expoentes sao aproximacoes dos logaritmos dos naturais na coluna ao
lado, com erro menor do que 0, 01.

LOGARITMOS E A FUNCAO LOGARITMICA

o
20 1 23,46 11 24,39 21
21 2 23,58 12 24,46 22
21,58 3 23,7 13 24,52 23
22 4 2381 14 24,58 24
22,32 5 23,9 15 24,64 25
22,58 6 24 16 247 26
22,81 7 24,08 17 24,75 27
23 8 24,16 18 2481 28
23,16 9 24,24 19 24,85 29
23,32 10 24,32 20 249 30

Tabela 7.3: Expoentes de 2 aproximando os naturais de 1 a 30

Relacoes entre os logaritmos Atividade 8
r

Utilize a tabela 7.3 para encontrar os valores (aproximados) dos seguintes logaritmos em seu
caderno:

a) log, 2, log, 4, log, 8 e log, 16.
b) log, 3, log, 6, log, 12 e log, 24.

c) log, 3,log, 5 e log, 15.

PARA REFLETIR ~N

No item a), podemos observar que log, 4 € 1a mais do que log, 2. Vocé percebe algum padréo
nos valores encontrados nos outros itens da atividade Relacées entre os logaritmos?

Escreva uma expressao matematica que indique o padrao observado. Dica: procure escre-
ver logy ab em termos de log, a e logy b.

Use a tabela 7.3 para criar novos exemplos e conferir se a expressao que vocé escreveu
continua valendo para esses novos valores.

J




Desenvolvimento bacteriano Atividade S
r

Uma espécie de bactéria dobra a populacdo a cada dia e uma cultura tem 100 individuos ini-
cialmente. Sabendo que 2° = 32 e 26 = 64, vamos estimar quantos dias levara para que a
populacao:

a) Chegue a 32007

HJ cAPTULD | J

b) Chegue a 64007

LOGARITMOS E A FUNGCAO LOGARITMIC

c) Chegue a 204800 = 6400 x 327

d) Chegue a 6553600 = 204800 x 327

mElS N rasNnul LOGARITMO DO PRODUTO

Observamos nas atividades anteriores, que se conhecemos os logaritmos de dois ndmeros e
gueremos calcular o logaritmo do produto deles, basta somar os logaritmos dos dois primeiros
nlimeros e teremos o logaritmo do produto deles, ou seja:

Teorema do logaritmo do produto. Dados nimeros reais positivos a,b e ¢, coma # 1, temos
log, (bc) = log, b + log, c.

Demonstracdo. O logaritmo de bc em base a é, por definicao, o expoente ao qual devemos ele-
var a para obter be. Assim, basta mostrarmos que a!°8?t1°8.¢ = p¢ 0 que pode ser calculado
lembrando que a8« = p e !B ¢ = ¢:

aloga b+log, c _ alogab > alogac = be,
onde utilizamos a propriedade da exponencial que a®*¥ = a® x a¥. O

Cuidado!!!

Um erro comum envolvendo logaritmos é assumir uma espécie de distributividade para
eles, gue nao existe. Ressaltamos que, em geral,

log, b+ log, ¢ # log, (b + ¢),

e a propriedade correta é
log,, b+ log, ¢ = log, (bc).

Essa equacao também mostra que, em geral,

log, (bc) # log, blog, c.

Teorema do logaritmo do quociente. Dados nimeros reais positivos a,b e ¢, com a # 1, temos

log,(b/c) = log, b — log, c.



Demonstracéo. O logaritmo de b/c em base a é, por definicao, o expoente ao qual devemos ele-
var a para obter b/c. Assim, basta mostrarmos que a'°8«*~1°8.¢ = p /¢, 0 que pode ser calculado
lembrando que a8« = p e ¢lo8« ¢ = ¢:

aloga b—log, c _ aloga b X a~ log,c _ aloga b % 1/a10ga c_ b/C,

onde utilizamos a propriedade da exponencialque a*™¥ = a®” xa™ Y eofatoquea™ =1/a¥. O

Cuidado!!!
Um erro comum envolvendo logaritmos é assumir uma espécie de distributividade para
eles, que nao existe. Ressaltamos que, em geral,
loga b— loga c 7é IOga(b _ C):
e a propriedade correta é
log, b —log, c =log,(b/c).

Essa equacao também mostra que, em geral,

log,(b/c) # log, b/ log, c.

Valores além da tabela \

Qualquer tabela sera limitada, mas podemos utilizar as propriedades dos logaritmos de
valores que estao além da tabela. Por exemplo, utilizando a tabela 7.3, podemos calcular
(aproximacées) de logaritmos de nimeros maiores que os tabelados:

log, 300 = logy 15 X 20 = log, 15 4 log, 20 =~ 3,9 + 4,32 = §8,22;
ou nimeros fracionarios:

logy 3,5 = logy(7/2) = logy 7 — logy 2 ~ 2,81 — 1 = 1,81.

Além da tabela
r

Utilize a tabela 7.3 para encontrar os valores dos seguintes logaritmos:

a) log, 64;

b) log, 48;
c) log, 60;
d) log,(3/2);

e) log,(600,/1024).
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PARA REFLETIR

Utilizando a propriedade do logaritmo do produto, vocé consegue inferir alguma férmula
para calcular o valor de log, b", paran € N? Vamos buscar um padrao calculando alguns
exemplos, como log 100, log 1002 e log 1003?

Nao apenas para a base 10, mas para qualquer base a > 0, a # 1, logaritmando b > 0O e
n € N, temos:
log, b" = log, b+ log, b+ --- + log, b = nlog, b.

n Vezes

24V [=Ne¥'M Casas decimais \

Vemos imediatamente, com a propriedade, que log 10™ = n e podemos usar isso para esti-
mar logaritmos em base 10 com erro menor do que 1facilmente. Para estimar log 378 pode-
mos perceber que 102 = 100 < 378 < 1000 = 103 e, como a funcao exponencial de base 10
é crescente, temos

2 < log378 < 3,

e podemos dizer que a parte inteira do log 378 é dois, ou sejalog378 = 2,...

Ordens de grandeza
r

Encontre poténcias de 10 consecutivas que limitem os logaritmandos abaixo superiormente
e inferiormente e use-as para encontrar a parte inteira de:

a) log6,T7;
b) log23;
c) log179,28;

d) log 8341.

VOCE SABIA? A

A ordem de grandeza de um determinado valor é o expoente de dez na notacao cientifica
daquele valor e pode ser calculada pela parte inteira do logaritmo daquele nimero em base
10. Por exemplo o Mol, na quimica, & o nimero de &tomos contidos em 0,012 quilograma de
carbono-12 e seu valor é

6,02214076 x 10?3,

assim, a ordem de grandeza do Mol é 23, que é a parte inteira de
log 602214076000000000000000 ~ 23,7798,

com 4 casas decimais de precisao.
\_ J




Na atividade "Ordens de grandeza”, utilizamos a propriedade do logaritmo de uma poténcia
inteira, mas é possivel observarmos que essa propriedade vale para expoentes reais quaisquer,
e isso sera fundamental nas aplicacdes:

Teorema do logaritmo da poténcia Dados nimeros reais positivos a,b, com a # 1, e um nu-
mero real qualquer t, temos
log, ' = tlog, b.

Demonstracdo. O logaritmo de b’ embase a é, por definicdo, o expoente ao qual devemos elevar

a para obter b*. Assim, basta mostrarmos que a*!°8«® = bt 0 que pode calculado lembrando que
log, b b
a = 0

atlog,lb _ (aloga b)t _ bt,

onde utilizamos a propriedade da exponencial que a'* = (a®)". O

A propriedade do logaritmo da poténcia é muito utilizada na resolucao de problemas en-
volvendo logaritmos. Podemos aplicar o logaritmo dos dois lados de uma equacao para
obter uma equacao linear em ¢, que pode ser facilmente resolvida. Por exemplo, para en-
contrar ¢t na equacao

3t = 20,
podemos calcular algum logaritmo, por exemplo em base 10, para obter
tlog 3 = log 20

108 230 ~ 2,7268,

log

onde utilizamos a aproximacao fornecida pela calculadora.

(VNN Crescimento populacional \

Em uma determinada cidade a taxa de crescimento populacional é de 7% ao ano, aproxi-
madamente. Vamos utilizar as aproximacfes com duas casas decimais de precisdo log2 =
0,30; log 1,07 = 0,03 para determinar em quanto tempo a populacdo da cidade dobrara. De-
notamos:

Populacao do ano-base: F,.

Populacdo apés um ano: P, = By x (1,02).
Populacdo ap6s dois anos: P, = Py x (1,02)2.
Populacdo apds t anos P, = Py x (1,02)%,

E utilizamos o teorema do logaritmo da poténcia para descobrir para que valor ¢ obtemos
o dobro da populacao:
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P, = Py x (1,07)" = 2P,
= (1,07)" =2
— log((1,07)") = log 2
= tlog(1,07) = log2
log 2 0,3
~ log(1,07) 0,03

Entdo a cidade levaria aproximadamente 10 anos para dobrar a populacdo.




EXERCICIOS .

Dados log2 = 0,301 e log3 = 0,477, use as propriedades operatdrias dos logaritmos para
determinar:

a) log6;

f) log(2/3);
b) log12;

8 g) log3,2;

c) log 18;
) log h) log0,81;
d) log 30; .

i) log0,002.
e) log1,5;

(IMED/2015) Em um experimento no laboratdério de pesquisa, observou-se que o niimero
de bactérias de uma determinada cultura, sob certas condicées, evolui conforme a funcao
B(t) = 10 x 3'~!, em que B(t) expressa a quantidade de bactérias e ¢ representa o tempo
em horas®. Para atingir uma cultura de 810 bactérias, apés o inicio do experimento, o
tempo decorrido, em horas, corresponde a:

a) 1 d) 4
b) 2
c) 3 e) 5

(UFSM/2013) Segundo a Organizacao Mundial do Turismo (OMT), o Ecoturismo cresce a
uma taxa de 5% ao ano. No Brasil, em 2011, o Ecoturismo foi responséavel pela movimen-
tacdo de 6,75 bilhdes de délares. Supondo que o percentual de crescimento incida sobre
a movimentacdo do ano anterior, pode-se expressar o valor movimentado V (em bilhdes
de délares), em funcéo do tempo ¢ (em anos), por V = 6,75 x (1,05)""! com ¢ = 1 corres-
pondendo a 2011, ¢t = 2, a 2012 e assim por diante. Em que ano o valor movimentado sera
igual a 13,5 bilhdes de délares? Dados: log2 = 0,3 e log 1,05 = 0, 02.

(UERJ-2003) Jorge quer vender seu carro por R$ 40.000,00. Pedro, para compra-lo, dispde
de R$ 5.000,00, e aplica esse valor em um investimento que rende juros compostos a uma
taxa de 28% a cada dois anos. Considere que a desvalorizacdo do carro de Jorge seja de
19% a cada dois anos, calculada sobre o valor do carro no periodo de dois anos imedi-
atamente anterior. Calcule o tempo minimo em que Pedro terd dinheiro suficiente para
comprar o carro de Jorge. Utilize, em seus calculos, log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48. Devemos
calcular o montante utilizando a valorizac@o do dinheiro aplicado e a desvalorizacao do
carro. Devemos descobrir quanto tempo levard para que os montantes sejam iguais; para
isso, facamos entao o calculo de cada montante.

Dinheiro aplicado
Md = 5000(1 + 0, 28)"/?

Desvalorizacao do carro
Me = 40000(1 — 0, 19)%/2

3A expressao faz sentido apenas para os valores naturais 10x 3! e deve ser entendida como uma aproximacao
para o nimero de individuos.
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Quando um paciente ingere um medicamento, a droga entra na corrente sanguinea e, ao
passar pelo figado e pelos rins, € metabolizada e eliminada a uma taxa que é proporcional
a quantidade presente no corpo. Suponha uma superdose de determinado medicamento
é de 750mg. A quantidade () desse principio ativo que continua presente no organismo
t horas ap6és a ingestdo é dada pela expressao Q(t) = 750 x (0,6)! . Usando log2 = 0,3
e log3 = 0,48, é possivel obter o tempo necessario para que a quantidade dessa droga
presente no corpo do paciente seja menor que 150mg.

(Matemaética financeira - Acessibilidade) O Governo Federal através do MEC criou o "Pro-
grama Escola Acessivel’, que disponibiliza recursos financeiros para escolas selecionadas
com o objetivo de promover condices de acessibilidade ao ambiente fisico, aos recursos
didaticos e pedagégicos e a comunicacao e informacao nas escolas publicas de ensino
regular. O Programa disponibiliza recursos, por meio do Programa Dinheiro Direto na Es-
cola (PDDE), as escolas contempladas pelo Programa Implantacdo de Salas de Recursos
Multifuncionais. No ambito deste programa sdo financidveis as seguintes acoes: (a) ade-
quacdao arquitetdnica: rampas, sanitérios, vias de acesso, instalacdo de corrimao e de si-
nalizacao visual, tatil e sonora; (b) aquisicao de cadeiras de rodas, recursos de tecnologia
assistiva, bebedouros e mobilidrios acessiveis. No ano de 2014 uma escola contemplada
por esse programa recebeu uma verba de 10 mil reais. Um orcamento feito pela direcao
da escola constatou que para fazer todas as adaptacdes necessarias para garantir a aces-
sibilidade na escola seria necessario um valor aproximado de 12500 reais. Considerando
gue essa verba estd aplicada a juros compostos de 1% ao més, quantos meses, no minimo,
seriam necessarios para que o montante da aplicacdo atingisse o valor necessario para
areforma? Dados logh = 0,7 e log 101 = 2,004.

(UFRGS/2009) Apds tomar dois célices de vinho, um motorista verificou que o indice de
alcool” em seu sangue era de 0,5¢/1. Ele foi informado que esse indice decresceria de
acordo com a seguinte igualdade: I(t) = K x 27! (onde K = indice constatado quando foi
feita a medida; t = tempo, medido em horas, a partir do momento dessa medida.) Sabendo
que o limite do indice permitido pela lei seca é de 0,2¢/I, para dirigir mantendo-se dentro
da lei, o motorista devera esperar, pelo menos, (use 0,3 para log 2)

a) 50 min;

b) 1h;

¢) 1h 20 min;

d) 1h 30 min;

e) 2h.

“Possivelmente vendo em uma tabela que leva em conta seu peso e idade.
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Funcdes exponenciais modelam diversas situacées que podem influenciar na vida de todos nés.
Por exemplo, é bem conhecido na medicina que, muitas vezes, o nimero de infectados, I(t), por
uma nova doenca infecciosa cresce exponencialmente em seus estégios iniciais®, como pode
ser observado nos dados da Covid-19 para o Brasil:

Total confirmed COVID-19 cases

The number of confirmed cases is lower than the number of total cases. The main reason for this is limited testing.

800,000 Brazil
700,000
600,000
500,000
400,000
300,000
200,000

100,000

o]
Jan 22,2020 Feb 10 Mar 1 Mar 21 Apr 10 Apr 30 May 20 Jun 13, 2020

Source: European CDC - Situation Update Worldwide - Last updated 13th June, 11:00 (London time) OurWorldinData.org/coronavirus « CC BY

Figura 7.3: Nimero total de casos confirmados
Fonte: Our World in Data (ourworldindata.org)

O crescimento exponencial pode ser modelado pela equacao:
I(t) = a(1 +b)',

onde a constante a representa a quantidade de doentes no momento em que se inicia o acom-
panhamento, pois 1(0) = a. A constante b > 0 é a taxa de crescimento por unidade de tempo e
depende de varios fatores.

Aplicar o logaritmo nos dois lados de uma equacao nos permite resolver diversos problemas
envolvendo equacBes exponenciais, transformando-as em equacdes lineares gracas a propri-
edade do logaritmo da poténcia. Contudo, podemos escolher a base do logaritmo, o que nos
leva ao mesmo resultado de maneiras distintas. Vamos observar isso no exemplo a seguir.

24=VIZNeN W Uma doenca infecciosa \

Vamos supor que um grupo de 10 pessoas tenha chegado a cidade de Sao Paulo portando
uma nova doenca extremamente infecciosa. Suponha que a taxa de crescimento da doenca
é de 50% ao dia sem que nenhuma medida contencdo seja aplicada. Vamos calcular quan-
tos dias levara para que a doenca ultrapasse 2000 pessoas utilizando logaritmos em bases
distintas:

°Ressaltamos que esse modelo ndo é adequado quando o niimero de infectados é parte significativa da popu-
lacao.
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Calculando com base 10:

10 x 1,5 = 2000
=tlog 1,5 = log 200
~ log200  2,301029995664

t = —
' T Tog 15 0,17609125905568

~ 13,0672584658868,

onde utilizamos como aproximacao os valores apresentados por uma calculadora cienti-
fica.

Calculando com base 1, 5:

10 x 1,5 = 2000
—t 10g175 1,5 = 10g175 200
=t = log175 200 =~ 13,067258465887,

onde utilizamos como aproximacao os valores apresentados pela calculadora.
Assim, apenas no 14° dia, mais de 2000 pessoas estariam doentes.

As duas maneiras de resolver estao corretas e a calculadora mostrou o0 mesmo resultado
para t (o Gltimo algarismo esta diferente, por que estamos trabalhando com aproximacodes
e ndo com os ndmeros exatos). Nao poderia ser diferente, pois estamos encontrando o

mesmo t. Isso nos indica que
log 200

log 1,5

10g175 200 =

Resolvendo com bases distintas
e

Vamos supor que um grupo de 10 pessoas tenha chegado a cidade de Sao Paulo portando uma
nova variedade de uma doenca extremamente infecciosa. Suponha que a taxa de crescimento
da doenca é de 100% ao dia sem que nenhuma medida contencdo seja aplicada. Vamos calcular
quantos dias levara para que a doenca ultrapasse 2000 pessoas utilizando logaritmos em base
10 e em base 2. Utilize as aproximacodes log 2 = 0,3 e log, 10 = 3,33.

PARA REFLETIR

Com base no exemplo e na atividade acima, vocé conseguiria imaginar (fazer uma hipétese)
algum modo de calcular log, 200 utilizando apenas logaritmos em base 107

Os calculos realizados nas atividades acima indicam uma propriedade que é valida em um con-
texto mais geral: a mudanca de base (para logaritmos).



m/e{E=IN 4= Nu[m] MUDANGA DE BASE

Teorema [da mudanca de base.] Dados nimeros reais positivos a,be ¢, coma # 1lec # 1,
temos
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log, b

log.b = .
log, c

Demonstracdo. O logaritmo de b em base ¢ é, por definicéo, o expoente ao qual devemos elevar
¢ para obter b. Assim, basta mostrarmos que ¢°8%/1°2.< — p o que pode calculado lembrando
que al%8 ¢ = ¢

LOGARITMOS E A FUNCAQ LOGRRITMIC

cloga b/log,c _ (aloga c)loga b/log,c _ aloga(c) log, (b)/log, c _ aloga b _ b

9

onde utilizamos a propriedade da exponencial que (a’”)y/‘” = q™¥/*, O

Logaritmos com mudanca de base Atividade 13
r

Determine o valor dos logaritmos abaixo, sabendo que log2 = 0,301, log3 = 0,477 elog7 =
0,845:

a) logs 7;
b) log; 21;

c) logg 16.

Com a calculadora

A propriedade da mudanca de base é fundamental para calcularmos logaritmos efetiva-
mente, pois a grande maioria das calculadoras e softwares nao calcula logaritmos em
qualquer base, mas somente em base 10 ou base e (que estudaremos posteriormente).
Assim, para calcular logaritmos de outras bases com a calculadora, precisamos utilizar o
teorema da mudanca de base, por exemplo:

log25 _ 1,397940008672
log3 ~ 0,4771212547197

Com a calculadora
r

Utilize uma calculadora ou aplicativo de celular para calcular:

a) log, 375;

logs 25 = ~ 2,9299470414356

b) log; 698;

c) logy 7, 166.
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EXERCICIOS .

Assim, o proprietéario ficou com o veiculo por dois anos.

(Fuvest) Se x = log, Tey = log;; 49, entdo x — y é igual a:
Utilizando as aproximacoées log,, 2 = 0,301 e log;, 3 = 0,477, calcule o valor de logg 128.

Um montante de R$3.359,79 foi obtido de uma aplicacao de R$2.500,00, que foi aplicada
por um determinado ndmero (inteiro) de meses, a uma taxa de juros compostos de 3%
ao més. Nao foram efetuados outros depésitos no periodo. Escreva, usando logaritmos,
uma formula que permite calcular o tempo em que esse capital ficou aplicado, em seguida,
calcule esse tempo utilizando uma calculadora.

Um veiculo que foi adquirido por R$40.000,00 sofre taxa de depreciacao de 20% ao ano.
Depois de um determinado tempo o dono quis vender o carro e verificou que depois desse
tempo o veiculo tinha um valor de R$25.600, 00. Escreva, usando logaritmos, a férmula
que permite calcular depois de quanto tempo o carro estava sendo vendido, em seguida,
calcule esse tempo.
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A audicao é o sentido que nos faz perceber ondas de pressao no ar, chamadas de ondas acls-
ticas. A intensidade sonora dessas ondas mede quanta energia a onda é capaz de transmitir e
a unidade frequentemente utilizada é o watt por metro quadrado W/m?. Quanto maior a po-
téncia, mais alto percebemos o som; mas a nossa percepcao do aumento do som depende do
som ja presente no ambiente. Por exemplo uma pessoa falando em uma sala quieta pode pa-
recer bastante alto, enquanto a mesma pessoa falando em um show de rock nao faz diferenca
alguma.

Para lidarmos com o modo como percebemaos o som e a poténcia das ondas sonoras, utilizamos
uma unidade chamada de decibel (dB) que mede o nivel sonoro dos sons em relacao a o limiar
da audicdo humana. Observe a tabela 7.4 com diferentes sons, seus niveis sonoros em decibéis,
suas intensidades sonoras em W/m? e percepcdes ao ouvido humano

Fonte do som intensidade Percepcao
Arma de fogo préxima ao ouvido | 130 | 10 Dor

Aviao decolando 120 |1 Desconforto
Perfuratriz pneumatica 110 | 107! Muito alto
Sirene 100 | 1072

Buzina alta 90 | 1073 Alto

Porta batendo 80 | 10714

Rua com trafego pesado 70 107° Barulhento
Conversa animada 60 | 107°

Conversa normal 50 10°6 Moderado
Réadio volume baixo 40 | 1078 Quieto

Noite tranquila no campo 30 107

Sala quieta 20 | 10710 Muito quieto
Sussurrar da folhas 10 | 1071

Limiar da audicao 0 |10°%2

Tabela 7.4: Niveis sonoros e intensidades sonoras. Fonte: Adaptado de um artigo de EEWeb. com
por Andrew Carter

PARA REFLETIR ~

A percepcao da altura de um som é subjetiva e depende da distancia da fonte emissora, que
nao esta escrita na tabela. Levando isso em consideracao, vocé concorda com as percep-
coes da coluna da direita?

Notamos que o nivel sonoro (em dB) diminui de 10 em 10 para os valores tabelados. E a
intensidade sonora, como ela varia entre os diferentes niveis?

J

Aintensidade sonora é multiplicada por 10 quando soma-se 10 ao nivel sonoro. Isso quer dizer
que o decibel mede quantas ordens de magnitude a intensidade do som esta em relacao ao li-
miar da audicdo humana e multiplica o nimero de ordens de magnitude por 10. Isso apreende o
fato de ser necessaria uma mudanca drastica na intensidade para percebermos uma mudanca
no nivel do som. Por exemplo uma pessoa falando a altura de 50db em um show de rock a altura
110db ndo muda a percepcao de barulho.
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0 decibel (dB)

O decibel (dB) é uma unidade logaritmica utilizada para medir o nivel sonoro. Toma-se
como referéncia o menor som audivel ao ouvido humano I, (que é considerado com in-
tensidade sonora de 10712 watts/m?) e o decibel indica quantas ordens de grandeza uma
onda sonora tem em relacao a onda de referéncia através da expressao:

I
I;p = 101ogy (I_o> ,

onde I é a intensidade aclstica, medida em watts por metro quadrado. Utilizando a pro-
priedade do logaritmo do quociente vemos que o nivel sonoro pode ser calculado, equiva-
lentemente, por

IdB =120 aF 10 lOglo I.

Fogos de Artificio
.

Algumas cidades brasileiras estdo limitando o nivel sonoro dos fogos de artificio utilizados
em celebracoes, permitindo apenas fogos de até 100dB a 100 metros de distancia. A classifi-
cacao do som como forte ou fraco estd relacionada a intensidade sonora, medida em watts
por metro quadrado W/m?2. A menor intensidade sonora audivel ou limiar de audibilidade pos-
sui intensidade I, = 10~2W/m?. O nivel sonoro pode ser calculado a partir da intensidade da
onda pela expresséo I;z = 10 x log(1/1;), onde [, é o limiar de audibilidade. Um técnico mede
a intensidade sonora de um foguete como sendo de 3,7W/m? a 100 metros de distancia. Esse
foguete poderia ser utilizado de acordo com a norma determinada por essas cidades? Essa
intensidade estaria entre as intensidades de que sons, de acordo com a tabela 7.47?

m=leisN\p4z\[ssl FUNGCAO LOGARITMICA

Os sons na natureza podem ter os mais diversos valores, e ndo estarem definidos apenas para
intensidades I = 10", para algum valor n € Z, como na tabela 7.4. Assim, o nivel sonoro, em
decibéis, é uma funcdo da intensidade sonora (I) do som:

I
IdB(I) = 1010g10 (10_12) .

Esse & um exemplo de uma funcao logaritmica!

Definicdo Dado um numero real positivo a, com a # 1, chama-se funcao logaritmica de base a
afuncao f : R} — R definida pela lei

f(z) = log, .



A funcao calcula o logaritmo dos niimeros reais positivos

Ou seja, a funcao logaritmica de base a é aquela que associa a cada nimero real positivo
o logaritmo daqguele niimero na base a.

Graficos dos logaritmos
r

Utilize as aproximac6es abaixo, com dois digitos de precisao, dos logaritmos em base 2 para
esbocar o grafico de f(z) = log, 2 no espaco quadriculado abaixo.

log, 1/8 = —3; logy 1/4 = —2; logy 1/2 = —1; logy 1 = 0; logy 2 = 1; logy 3 = 1,58;
log, 4 = 2; logy 5 = 2,32; log; 1 = 0; logy 6 = 2,58; logy 7 = 2,8; log, 8 = 3;
log, 9 = 3,16; log, 10 = 3,32.

Apds esbocar esse grafico, converse com seus colegas e com o professor como utilizar esses
valores para esbocar o gréfico g(x) = log, s, = e tente traca-lo.

Y
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Invertendo a base
A atividade Grdficos dos logaritmos pode ser realizada se percebermos que log, . =
— log, z. Essa propriedade é uma consequéncia do teorema da mudanca de base:

log,z  log, =
log,1/a -1

logy oz = = —log, x.

PARA REFLETIR

0 dominio contém apenas o semieixo positivo! Por que calculamos apenas os logaritmos
de nimeros reais positivos? Qual seria o problema para calcular logy(—4)?

Comparando funcoes conhecidas Atividade 1

.

As curvas na figura a seguir representam as funcdes f(z) = 2x — 3, g(x) = 22% — 1, h(x) = 1,57
el(x) = log, z. Identifique que curva representa cada funcao. Calcular o valor da funcdo para
alguns valores de = pode auxiliar na identificacdo.




(=Y NeWA Crescimento logaritmico e exponencial \

A figura a seguir mostra o total de mortes confirmadas causadas pela Covid-19 na Franca
a cada dia, entre 15 de fevereiro e 13 de junho. Observamos no grafico uma mudanca no pa-
drao da curva por volta da data de 7 de abril. No periodoinicial a curva é melhor aproximada
por uma exponencial e depois é melhor aproximada por uma funcdo logaritmica.

Namero de mortes na Franca causadas pela Covidl9
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Figura 7.4: Fonte: Dados do site Our World in Data (ourworldindata.org)

Buscar uma funcao que melhor aproxime os dados de um determinado experimento ou
acontecimento da vida real & um procedimento, chamado gjuste de curvas, muito utilizado
em todas as areas da ciéncia. Os ajustes de curvas podem ser utilizados para prever ten-
déncias em dados futuros e permitir que sejam tomadas medidas preventivas.

A curva exponencial sugere que haveria um crescimento muito répido no nimero de mortes.
Contudo a reducao posterior mostra um nimero muito menor, que pode ter sido causada
pelas medidas adotadas pelo governo Francés (entre outras possibilidades).

Brasil e Reino Unido na Pandemia
r

Observando o gréafico abaixo, em que data (aproximadamente) o crescimento mudou de ex-

ponencial para logaritmico no Reino Unido? E no Brasil? Apesar do ndimero ser parecido na
data final do grafico, vocé acredita que o nimero total de mortos manteve-se préximo? Que
fatores sociais, econdmicos e demograficos podem ter influenciado o desenvolvimento da
pandemia nesses paises?
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Total confirmed COVID-19 deaths

Limited testing and challenges in the attribution of the cause of death means that the number of confirmed deaths
may not be an accurate count of the true number of deaths from COVID-19.

Brazil
40,000 United Kingdom
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30,000
25,000
20,000
15,000
10,000

5,000

0
Mar 13, 2020 Apr 10 Apr 30 May 20 Jun 13, 2020
Source: European CDC - Situation Update Worldwide - Last updated 17th June, 11:00 (London time) OurWorldInData.org/coronavirus « CC BY

Figura 7.5: Mortes confirmadas Covid-19 no Brasil e no Reino Unido.
Fonte: Our World in Data (ourworldindata.org)
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Escala Richter

Ocorrem milhares de eventos sismicos todo o dia no planeta Terra, mas a grande maioria deles
€ muito fraca para ser percebida pelos seres humanos. A magnitude de um evento sismico varia
muito, por isso tais eventos sao classificados em escalas logaritmicas. Uma escala bastante
famosa para medir os abalos é a escala Richter (mas que nao é tdo utilizada hoje em dia).

A escala Richter® utiliza as amplitudes das ondas registradas por sismégrafos para expressar
a magnitude local de um evento sismico, onde esta localizado o sismégrafo.

ondas L

ondas$S

mola

tempo (s) péndulo

sismograma

sismografo vertical

Figura 7.6: Um sismdgrafo e o registro de um evento
Fonte: Casa das Ciéncias (https://wuw.casadasciencias.org/).

A Magnitude Local (ML) determinada pela escala Richter pode ser calculada por
ML =logn A —log Ay,

onde A é a maior amplitude de onda detectada pelo sismégrafo e Ay é a magnitude do menor
abalo registravel (na época de sua invencao), corrigida por um fator de escala, que depende da
distancia do sismdgrafo a fonte do tremor.

Comparando eventos (Escala Richter). \

Segundo a Wikipedia, a explosao na central nuclear de Chernobyl, em 1986, apresentou
Magnitude Local M L), = 3,67, enquanto o Sismo da Costa Rica, em 2009, apresentou Mag-
nitude Local de M Lor = 6,2. Podemos comparar os eventos calculando a razao entre as
amplitudes registradas através da diferenca entre as Magnitudes Locais:

6,2 — 3,67 = logyg Acr — log Ag — (logyg Ay, — log Ag)
A
= 2,53 = logyg Acr — logyg Ao, = logyg <%>
Ch
A
— (ﬂ) =10%>% ~ 338,84.
Ach

Assim, o Sismo da Costa Rica registrou amplitudes 338 vezes maiores do que a explosao

8Desenvolvida por Charles Richter e Beno Gutenberg
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nuclear de Chernaobyl.

A escala Richter apresenta distorces para eventos de grande intensidade (> 6,5) e nao é utili-
zada para grandes eventos sismicos atualmente.

Magnitude de Momento Sismico

Uma escala bastante utilizada atualmente é a escala de Magnitude ds Momento Sismico
(MM S), que também é uma escala logaritmica e utiliza o Momento Sismico (M,) para estimar
a magnitude de um evento atraveés da equacao

_2
~ 3

S{Y[ZH XN Comparando eventos (MMS). \

Segundo a Wikipedia, a exploséo da Tsar Bomba (maior artefato nuclear j& detonado), de-
tonada em 1961, atingiu Magnitude de Momento Sismico M,, = 8,3, enquanto o impacto do
meteoro que, presumidamente, causou a extincao dos dinossauros, atingiu Magnitude de
Momento Sismico N,, = 13,0. Podemos comparar os eventos calculando a razdo entre os
Momentos Sismicos My e Mp, respectivamente, calculando a diferenca entre as Magnitu-
des de Momento Sismicos:

M, logyo (M) — 10,7

2 2
13.0 - 8.3 =  logyg (Mp) ~ 10,7 - <3 logo (M) — 10, 7>

2 2 Mp
== 4,7 = 3 (logyg (Mp) — logyo (Mr)) = 3 logy (]\/_,T>
M
— <D> =107 &~ 11.220.184,54.
My

Assim, o impacto do meteoro gerou um Momento Sismico mais de 11 milhdes de vezes maior
do que o Momento Sismico do maior artefato nuclear j& detonado pela espécie humana.

pH

O pH, as vezes chamado de potencial de lonizacao, € uma escala utilizada para medir a acidez ou
basicidade de uma solucdo aquosa. Substancias acidas tem o pH menor do que 7 e substancias
basica tem o pH maior do que 7. A dgua pura tem pH=7 e é considerada neutra. Vejamos alguns
exemplos dos valores de pH para substancias comuns:



Acido de bateria <10
Suco gastrico 1,0-3,0
Sumo de limao 22-24
Refrigerante tipo cola 2,5
Vinagre 24-34
Sumo de laranja ou maca 3,5
Cervejas 4,0-50
Café 5,0

Cha 5,5
Chuva &cida <56
Leite 63-6,6
Agua pura 7,0
Saliva humana 6,5-75
Sangue humano 7,35-745
Agua do mar 8,0
Sabonete de mao 9,0-10,0
Amoniaco 11,5
Hidréxido de sédio (soda cdustica) | 13,5

Tabela 7.5: Alguns valores comuns de pH.
Fonte: Dados da Wikipedia-pH (pt .wikipedia.org/wiki/PH).

O pH é definido a partir da atividade dos ions de hidrénio (ag+), medida em mols/L, na solu-
cao, que pode ser medida com um aparelho eletronico. Entao o pH é definido como menos o
logaritmo da atividade dos ions de hidrénio:

pH = —logigag+

pH no vestibular.
r
[UDESC 2009] “Chuva acida" é um termo que se refere a precipitacdo, a partir da atmosfera, de
chuva com quantidades de acidos nitricos e sulflrico maiores que o normal. Os precursores da
chuva acida vem tanto de fontes naturais, tais como vulcGes e vegetacdo em decomposicao,
quanto de processos industriais, principalmente emissdes de diéxido de enxofre e éxidos de
nitrogénio resultantes da queima de combustiveis fésseis. O pH da dgua da chuva considerado
normal é de 5,5 (devido a presenca de acido carbénico proveniente da solubilizacdo de diéxido
de carbono). Um quimico monitorando uma regiao altamente industrializada observou que
o pH da agua da chuva era igual a 4,5. Considerando que a acidez esta relacionada com a
concentracdo de H;O, é correto afirmar que a dgua com pH 4,5 era:

a) duas vezes mais bdsica que o normal.
b) duas vezes mais acida que o normal.
c) dez vezes mais basica que o normal.
d) dez vezes mais acida que o normal.

e) cem vezes mais acida que o normal.
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O grafico abaixo ilustra as funcdes f(z) = 2% (verde), g(z) = log, z (azul) e a funcao h(z) = x

|

=
(=]

a

y=log x

&3]

Figura 7.7: Funcdes exponencial e logaritmica de mesma base.

Para qualquer base a > 0, a # 1, temos f(z) = a® e g(x) = log, x sdo simétricas em relacao
a funcéo h(z) = x. Podemos utilizar um computador ou celular para acessar a atividade do
GeoGebra abaixo e verificar, utilizando o controle deslizante, que essa simetria verifica-se para
as mais diversas bases.

https://www.geogebra.org/calculator/wx7fkdk?

PARA PESQUISARS

Utilize o applet do GeoGebra para investigar o que ocorre com os graficos de f(z) = a” e
g(x) = log, x quando a = 1. Por que vocé acha que isso ocorre?
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g Funcdes inversas na pratica
g (
u Complete a tabela abaixo calculando a exponencial do logaritmo e o logaritmo da exponencial.
"y z=30 logzz
1 -1
2 1
3 0
: 4 2

PARA REFLETIR

Vocé consegue explicar por que a8« = z e log,(a¥) = y? Tente discutir com seus colegas
por que essas igualdades valem.

LOGARITMOS E A FUNCAO LOGRARITMICA

O logaritmo e a exponencial sao inversas

Se um ponto (z, y) estd no grafico da funcdo exponencial de base a, entdao y = a*. Agora, se
calcularmos log, y obtemos x (pois z é o expoente ao qual devemos elevar a para obter y),
de modo que o ponto (y, z) esta no grafico da funcao logaritmica de base a. Essa simetria
traduz, entao, o fato das funcdes logaritmicas e exponenciais serem inversas: dada uma
basereala > 0, a # 1, e nimeros reais z > 0 e y qualquer, temos

alogaw —

loga(ay) =Y.

Uma consequéncia do fato de que as funcdes logaritmicas e exponenciais sao inversas, é que
funcoes logaritmicas de bases distintas sao muito parecidas. E possivel multiplicar uma delas
por uma constante para obter a outra.

Funcées logaritmicas distintas
r

No applet do GeoGebra, disponivel através do atalho abaixo, podemos mover a barra com o
valor a, alterando o grafico da funcdo h(x) = alog, x. Qual o valor de a para que o grafico de
h(x) coincida com o grafico de f(x) = logy 5 #7?

https://wuw.geogebra.org/calculator/qyuzhbmp

Desafio: aplique o Teorema da mudanca de base em g(x) = log, z, utilizando a base 1,2 para
encontrar algebricamente o valor de a.



https://www.geogebra.org/calculator/qyuzhbmp

Funcdes logaritmicas de bases distintas

Podemos utilizar o fato das funcBes exponenciais e logaritmicas serem inversas para tro-
car as bases de funcdes logaritmicas:

log, « = log, b'°%% = log, (b) log ().

Ou seja a funcao log, x é igual a funcao log, x multiplicada pela constante log, b. Essa
constante pode ser negativa se a < b.

A figura a seguir ilustra os graficos de funcées logaritmicas de bases distintas (base maior do
gue 1na cor laranja e menor do que 1 na cor verde).

Figura 7.8: Funcoes logaritmicas de bases distintas.

Funcdes logaritmicas crescentes e decrescentes

Observamos na figura, imediatamente, que as funcdes logaritmicas de base maior do que
1sao crescentes. Isso ocorre porque as exponenciais de base a > 1 sao funcdes estrita-
mente crescentes:

x > y exatamente quando a® > a,

ou seja, para z = log, ce y = log, d, temos
log, ¢ > log, d exatamente quando ¢ > d.

Também observamos que as funcdes logaritmicas de base menor do que 1sdo decrescen-
tes. Isso ocorre porque as exponenciais de base b < 1 sdo funcdes estritamente decres-
centes:

x > y exatamente quando b* < b,

ou seja, para x = log, ce y = log, d, temos

logy, ¢ > logy, d exatamente quando ¢ < d.
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EXERCICIOS .

E possivel verificar rapidamente, utilizando gréficos, o tempo que uma aplicacao demora
para dobrar, triplicar, quadruplicar, ... o valor aplicado. O grafico abaixo, da funcao
f(m) = log, ¢, (m/100), representa o tempo, em meses, para que determinado montante
seja atingido a partir de um capital de R$ 100,00, aplicado a uma taxa mensal de 1%. Ob-
servando o grafico, estime com erro menor do que 10 o nidmero de meses necessario para
o capitalinicial:

a) dobrar;
b) triplicar;

¢) quadruplicar.
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Figura 7.9: Grafico da funcao f(m) = log; ;(m/100).

(Poluicéo sonora em sala de aula) Um teste feito com um decibelimetro em uma escola,
em S&o Carlos (SP), constatou que o nivel de ruido emitido pelas criancas dentro de sala
de aula estd acima do recomendado pela Organizacao Mundial de Sadde (OMS) e a As-
sociacao Brasileira de Normas Técnicas. A exposicdo a esses ruidos podem prejudicar o
aprendizado e causar danos ao aparelho auditivo, de acordo com especialistas. Segundo
a OMS, o nivel seguro de ruido em uma sala de aula ndo pode ultrapassar os 35 decibéis.
Jé para a Associacao Brasileira de Normas Técnicas, o limite é de 50 decibéis.

A reportagem do Jornal da EPTV utilizou um decibelimetro para fazer a medicao e o resul-
tado em uma sala de aula chegou a 74 decibéis. O sinal da escola também ficou acima
do recomendado, registrando o mesmo ndmero. Em ambientes abertos, como o patio, os
especialistas afirmam que a tolerancia é um pouco maior e os sons de até 85 decibéis ndo



trazem riscos. “Acima de 85 decibéis e oito horas de exposicao ja causa lesao ao apare-
lho auditivo”, alerta o médico da Universidade de Séo Carlos (UFSCar), Bernardino Alves
Souto.

Ainda de acordo com Souto, nivel acima de 75 decibéis ja se pode causar alguns sintomas.
"Irritabilidade, insdnia, ansiedade e dificuldade de concentracdo, dependendo do tempo
de exposicao ao barulho. Em uma sala de aula com aproximadamente 80 decibéis de
intensidade de som, a capacidade de aprendizado e concentracao da crianca pode reduzir
de 20% a 80%", explicou Souto.’

0 nivel sonoro (NS), medido em decibel (dB), pode ser calculado usando a férmula NS =
10 - log(%) onde | é a intensidade do som considerado e I é a menor intensidade sonara

audivel, sendo I, = 1072 W/m?. Considerando 35 decibéis o nivel sonoro ideal em uma
sala de aula, determine a intensidade do som nesse ambiente.

(UFC-2001) Suponha que o nivel sonoro 3 e a intensidade | de um som estejam relaciona-
dos pela equacdo logaritmica 5 = 120+ 10-log,, I, em que b é medido em decibéis e |, em
watts por metro quadrado. Sejam I; a intensidade correspondente ao nivel sonoro de 80
decibéis de um cruzamento de duas avenidas movimentadas e I, a intensidade correspon-
dente ao nivel sonoro de 60 decibéis do interior de um automaével com ar-condicionado.
Arazdo I, /I, éigual a:

a) 1/10
b) 1

c) 10

d) 100

e) 1000

(Unesp-2006) O nivel sonoro N, medido em decibéis (dB) e a intensidade | de um som,
medida em watt por metro quadrado (1W/ms), estao relacionados pela equacdo N = 120+
10 - logyo(1). Suponha que foram medidos, em certo local, os niveis sonoros, N; e Ny, de
dois ruidos com Intensidades I; e I, respectivamente. Sendo N; — Ny = 20dB, a razao
Il/IQ é:

a) 1072

b) 1071

c) 10

d) 10?

e) 103
(Unicamp-2008) A escala de um aparelho para medir ruidos é definida da seguinte forma:
R =12 +log;o(I), em que R é a medida do ruido, em bels, e | é a intensidade sonora, em
W/m2. No Brasil, a unidade utilizada é o decibel (1/10 do bel). Por exemplo, o ruido dos
motores de um avido a jato € de 160 decibéis, enquanto o ruido do trafego em uma esquina
movimentada de uma grande cidade é de 80 decibéis, sendo este o limite a partir do qual

o0 ruido passa a ser nocivo ao ouvido humano. Com base nessas informacoes, julgue os
itens que se seguem.

a) Aintensidade sonora de um ruido de zero decibel é de 1012w /m?.

"Fonte:http://gl.globo.com/sp/sao-carlos-regiao/noticia/2014/01/nivel-de-ruido-em-escola-esta-
acima-do-recomendado-em-sao-carlos-sp.html. Acesso em: 25 set. 2017.

Fl] cAriTuLO | J

LOGARRITMOS E A FUNCAD LOGARITMIC


 http://g1.globo.com/sp/sao-carlos-regiao/noticia/2014/01/nivel-de-ruido-em-escola-esta-acima-do-recomendado-em-sao-carlo s-sp.html
 http://g1.globo.com/sp/sao-carlos-regiao/noticia/2014/01/nivel-de-ruido-em-escola-esta-acima-do-recomendado-em-sao-carlo s-sp.html

-J

CAPITULD

LOGARITMOS E A FUNCAO LOGRARITMICA

b) Aintensidade sonorados motores de umavido ajato é o dobro daintensidade sonora
do tréfego em uma esquina movimentada de uma grande cidade.

¢) Uma intensidade sonora maior que 10~*w/m? produz um ruido que é nocivo ao ou-
vido humano.

n (UCS-RS) 0 nivel 8, em decibel, de um som que tem intensidade | é dado pela férmula
B = 10 - log(I/Iy), em que I, = 107!2. Se a intensidade | for multiplicada por 100, em
quantos decibel aumenta 57

a) 2

b) 20
c) 100
d) 120
e) 140
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As vezes, em situacOes concretas, podemos ter magnitudes muito diferentes dentro de um con-
junto de valores. Na figura a seguir os circulos tém raios proporcionais, da esquerda para di-
reita, aos raios do Sol, Mercurio (muito pequeno para ver), Vénus, Terra, Marte, JUpiter, Saturno,
Urano e Netuno.
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Figura 7.10: O sol e os planetas em escala linear (em milhares de quildmetros).

E muito dificil ver os planetas menores na figura. Para lidar com dados de magnitudes muito
distintas, com frequéncia, utiliza-se uma escala logaritmica (a mesma da régua de calculo, ver
p. 55). Na figura a seguir observamos os mesmos objetos em uma escala logaritmica (branca).

Figura 7.11: O sol e os planetas em escala logaritmica (em milhares de quildmetros).

Na escala logaritmica da figura, a cada unidade linear (cinza) os valores da escala branca séo
multiplicados por 10, de modo que os raios dos planetas tém valores correspondentes a escala
logaritmica.

Colocar um gréfico em escala logaritmica.

A escala cinza na figura 7.11 explica o que fizemos para colocar o grafico em escala logarit-
mica: calculamos os logaritmos dos raios dos planetas e fizemos novos circulos com raios
iguais a esses logaritmos. Como os valores da escala sao as poténcias de 10 dos valores
da escada linear, os logaritmos sao exatamente os valores necessarios para obter-se os
respectivos valores originais nessa nova escala.
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Ordens de magnitude dos planetas
r

Observando os circulos e a escala logaritmica da figura 7.11, qual é a melhor aproximacao na

comparacao dos tamanhos de Vénus (rosa) e de Saturno (laranja).

a) 0 diametro de Saturno é o dobro do didmetro de Vénus.
b) O didametro de Saturno é dez vezes o didmetro de Vénus.
c) O didmetro de Saturno é trés vezes o didmetro de Vénus.

d) O didmetro de Saturno é cem vezes o didmetro de Vénus.

YV NeRI] Comprimentos e massas de primatas. \

VOCE SABIA? )
Distancias entre os planetas. Nas figuras acima apenas colocamos os "planetas” lado a
lado. Nao levamos em conta as distancias entre eles. O sistema solar € muito maior do os
raios dos planetas e do préprio Sol. Para se ter uma ideia, a distancia de Netuno ao Sol é
de cerca de 4,5 x 10° K'm, enquanto o didmetro do Sol é de 1,4 x 10°. Ou seja, a distancia de
Netuno até o Sol é mais de 3000 vezes o diametro do Sol.

\_

As vezes estudamos valores com ordens de grandezas muito diferentes. Isso pode fazer
com que valores significativamente distintos parecam muito préximos e, assim, dificultar
a analise. Para ilustrar isso trazemos graficos de dispersao das massas e comprimentos
médios de diversas espécies de primatas em escala logaritmica (ambos os eixos) e linear

= 2 10
E 8 .
5 * + ~ .Y + +
#+ + +
£ Tidr E 01wt
E 0598 S
§ S .
0 O 001
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 0.01 0.1 1 10 100 1000
Massa (Kg) Massa (Kg)
Em escala linear. Em escala logaritmica.

Figura 7.12: Massas e comprimentos de diversos primatas.
Dados de Animal Diversity Web Quaardvark.

Os valores ficam, assim, mais distribuidos e melhores para analise. Muitos dos primatas
tém menos de 1 Kg e menos de 50 cm, contudo um animal 100 g e 10 cm é muito menor do
que um animal de1Kge 50 cm.




m e Nr4s\ne) GRAFICOS EM ESCALA LOGARITMICA

Ao colocarmos valores de magnitudes muito distintas em um gréafico na escala logaritmica, po-
demos ver observar melhor diferencas entre valores pequenos. Outo aspecto que pode ser
melhor observado nessa escala sao os crescimentos relativos ao longo do tempo.

Trés cidades.
r

Vamos considerar as populacées das cidades de Metrépolis, Smallville e Gotham City. Um
censo realizado no ano 2000 verificou que elas tinham 10.000, 10 e 50 milhares de habitan-
tes, respectivamente. Dez anos apdés verificou-se que elas estavam com 10.500, 100 e 500
milhares de habitantes, respectivamente. A figura da esquerda, em escala linear, apresenta
as populacdes das cidades.
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Populacdes em escala linear. Populacdes em escala logaritmica.
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No grafico em escala logaritmica, os valores devem ser marcados na altura dos seus respecti-
vos logaritmos. Utilizando as aproximacdeslog ~ 0,7 elog 10500 ~ 4,02 na escala linear cinza,
esboce as barras representando as populacdes na escala logaritmica a direita e responda:

a) Qual cidade obteve o maior crescimento?

b) Quais cidades tiveram o maior crescimento em relacdo aos tamanhos de suas popula-
cdes no ano 20007

PARA REFLETIR

No grafico de escala logaritmica, quais cidades parecem ter sofrido maior alteracao em suas
populacoes?

Crescimento relativo com logaritmos.

As cidades de Gotham e Smallville tiveram as populac®es multiplicadas por 10, o que sig-
nifica aumentos de 900%, e seus logaritmos aumentaram em 1. Os logaritmos terem au-
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mentado a mesma quantidade ndo foi uma coincidéncia, mas ocorre sempre que 0s au-
mentos percentuais forem os mesmaos.

Se um valor a é acrescido em um percentual p apds um determinado periodo, e outro valor
b é acrescido também em p por cento apés outro periodo, entdo as diferencas entre os
logaritmos dos valores (em uma base qualquer ¢ > 0, com ¢ # 1) é a mesma:

log.(a(1 + p%)) — log. a = log.((a(1 + p%))/a) = log.(1 + p%)
log,.(b(1 + p%)) — log, b = log,((b(1 + p%))/b) = log.(1 + p%)

Ou seja, as diferencas (distancias no grafico) séo as mesmas. Isso significa que em um
grafico em escala logaritmica é facil perceber o crescimento!' relativo (em relacdo a mag-
nitude dos valores).

'Estamos utilizando o termo crescimento relativo mesmo para ¢ < 1, o que corresponderia a um de-
crescimento. Todavia o conceito de Taxa de Crescimento Relativo é amplamente utilizado em diversas areas,
mesmo quando o crescimento é negativo (ou seja, ha um decrescimento).

4= Nekkl Criptomoedas. \

Investidores do mercado financeiro fazem os mais variados tipos de investimentos. Uma

forma que tém ganhado popularidade é a compra de criptomoedas, como o Bitcoin. Nesse
investimento compram-se unidades da moeda para revenda posterior por um preco maior.
0 grafico abaixo ilustra o valor em délares do Bitcoin, dia a dia, no periodo indicado.
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Figura 7.13: Valor de venda de uma Bitcoin (02/10/2013 - 24/05/2020).
Dados de coindesk

Esse grafico traz informacbes importantes, mas ndo é adequado a todas as questdes. Mui-
tas vezes o investidor estd interessado no ganho relativo (crescimento percentual) que a
moeda (ou acdo) teve e ndo no valor absoluto da funcao. Nesse sentido, colocar o grafico
em escala logaritmica ajuda entender os periodos de maior crescimento (ou queda) relativo,
devido a observacao Crescimento relativo com logaritmos. Vejamos o valor dos Bitcoins na
escala logaritmica entao.
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Figura 7.14: Valor de venda de um Bitcoin (escala logaritmica).

0 grafico mostra, entdo, que o crescimento proporcional no inicio da venda do Bitcoin foi
maior do que o crescimento proporcional no pico de valor em dezembro de 2017 / janeiro
de 2018, o que nao estava aparente no grafico em escala linear.
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S Euss\nnl O LOGARITMO NATURAL

A funcao e®, onde e = 2,718--- numero de Euler, ja foi estudada no capitulo sobre a funcao
exponencial e ela é a funcao exponencial preferencial nas ciéncias naturais e na engenharia.
Isso ocorre pois ela é a linguagem natural do crescimento. A preferéncia do logaritmo natural
estd presente nas proprias calculadoras, que normalmente sé calculam logaritmos em base
10, que escrevemos log;, ou log, e a base e, que escrevemos log, ou In z.
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A funcao logaritmica de base e, log, : R} — R, é chamada de funcdo logaritmica natural
e denotada por In. Assim, como para as outras bases, as funcdes In z e e sao inversas, de
modo que, para quaisquer reais x e y, com x > 0, temos:

e’ =u; Ine¥ =y.

Devido a base e expressar o crescimento de forma mais natural, € muito comum que quaisquer
exponenciais sejam escritas em termos da funcao e” utilizando a seguinte técnica, ilustrada
para a funcao exponencial 5*:

xT
5T — 61n5 _ ,rlnd ~ 61,6091"

e

onde utilizamos a aproximacao com trés casas decimais para ln 5.

(

Escreva as seguintes funcdes exponenciais utilizando a base ¢, como no exemplo acima, utili-
zando aproximacdes com trés casas decimais de precisao para os logaritmos naturais.

a) f(x)=3%

b) g(z) =10%

c) f(x)=T5

SEEams\nnly DECAMENTO RADIOATIVO

Carbono

Os elementos quimicos sdo catalogados na tabela periédica. A figura acima ilustra o isétopo
mais comum do carbono, o Carbono-12, que tem ndmero atémico 6 (e, assim, 6 prétons) e nd-
mero de massa 12, tendo 6 néutrons. Contudo nem todos os atomos de carbono sdo iguais,
alguns tém néutrons em excesso ou em falta. O nUmero de prétons determina o elemento
quimico, mas dois atomos de um elemento podem ter nimero de massa diferente devido ao
nimero distinto de néutrons. Classificamos os atomos de um elemento quimico em isétopos



FlJ cAPTULD | J

LOGARITMOS E A FUNCAD LOGARARITMIC

de acordo com os nimeros de massa que eles tém. Um isdétopo importante do carbono é o
Carbono-14, que é utilizado na datacao de objetos antigos.

0 Carbono-14 é um isétopo instével, e pode, espontaneamente, emitir radiacdo (e transformar-
se em um atomo de nitrogénio). Esse processo natural é chamado de decaimento radioativo e
diferentes isGtopos decaem a taxas (velocidades) diferentes.

A meia vida de is6topos radioativos.

A meia vida de um is6topo radioativo é o tempo necessario para que a metade dos atomos
daqguele is6topo em uma amostra decaia. Alguns exemplos de meia-vida de isétopos:

Oxigénio-19 26,5s
Césio-137 30 anos
Carbono-14 5730 anos
=il 7Zeisi 1 703.800.000 anos

Tabela 7.6: Meias-vidas de alguns is6topos radioativos (aproximacées).

242 Y[2INekW] Decaimento do Carbono-14. \

0 decaimento do Carbono-14 é utilizado para determinar a idade de tecidos organicos mor-
tos e, por isso, € muito importante em diversas areas da ciéncia. Vamos considerar uma
amostra com 100g de Carbono-14 e determinar quanto tempo seria necessario para que
sobrasse apenas 10g de Carbono-14 na amostra.

Como perdemos metade da massa a cada meia-vida, teremos as seguintes quantidades de
Carbono-14 apés determinado nimero de anos

Anos Carbono-14

0 | 100g
5.730 | 50g
11.460 | 25g
17.190 | 12,58
22.930 | 6,258
28.650 | 3,125g

Tabela 7.7: Quantidade de Carbono-14 restante.

Vemos que a quantidade cai exponencialmente a cada 5.730 anos. Assim, poderiamos es-
crever uma expressao para a quantidade de Carbono-14 como

(n1/2 _ 40,693
=100 x e"370 = 100 X e~ "35730 ,

O(t) = 100 x (%>t/5730

onde escrevemos a funcao exponencial de base e por ser a mais utilizada nesse contexto.




Assim, o tempo necessario para termos 10g seria

_ 40,693
0’1 — e "5730

0.693
2% 01

5730 ~ 1Y

5730
ta 2% 9 309 = 19. 2
=1 g 2302 = 1903385

Meia vida biolégica.
e

A meia vida de um farmaco é o tempo necessario para a concentracdo plasmatica dele cair
pela metade em um organismo. Esse conceito serve para estimarmos qual a concentracao de

determinado medicamento no organismo. O antibiético Amoxicilina tem meia vida biolégica
de 61,3 minutos. Vejamos a seguinte situacdo: um paciente de 75Kg recebe uma dose do medi-
camento de 500mg. Uma pessoa com esse peso tem cerca de 5 litros de sangue (a quantidade
exata pode variar de pessoa para pessoa). Supondo que o medicamento foi completamente
dissolvido e distribuido uniformemente no sangue, teriamos a concentracao plasmatica do
medicamento igual a 500/5000 = 0,1 mg/ml. Escreva uma funcao exponencial de base e para
descrever concentracdo plasmatica (em mg/ml) apds ¢ minutos. Utilize a funcdo encontrada
para determinar quanto tempo levara para a concentracao cair abaixo de 0,005 mg/mL.
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. EXERCICIOS

Segundo o grafico abaixo, quantas vezes a massa corporal de um besouro é maior do que
a massa corporal de uma formiga? E qual seria a razao entre as massas de um coelho e

de um besourao? E entre as massas da formiga e do coelho?
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Figura 7.15: Distribuicdo de massas, em quilogramas no eixo horizontal, e velocidades, em com-

primentos do ser vivo por segundo no eixo horizontal.
Fonte: Meyer-Vernet e Rospars (2015)

Para doencas infecciosas, em seus estagios iniciais, é esperado que o aumento no nd-
mero de casos seja proporcional ao niimero de contaminados (em estagios posteriores
essa tendéncia diminui pois ha menos pessoas suscetiveis disponiveis para a contamina-
cao). Os graficos abaixo mostram o desenvolvimento do ndmero de casos da Covid-19 no
mundo em escala linear e logaritmica. Observando os graficos, houve maior crescimento
relativo no niimero de casos entre as datas de 22 de janeiro e 10 de fevereiro ou entre as
datas de 30 de abril e 20 de maio? Qual dos graficos identifica melhor a situacao?
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E The number of confirmed cases is lower than the number of total cases. The main reason for this is limited testing.
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Figura 7.16: Total de casos confirmados da Covid-19 no mundo (linear)
Fonte: Our World in Data (ourworldindata.org)

Total confirmed COVID-19 cases Our World

The number of confirmed cases is lower than the number of total cases. The main reason for this is limited testing.
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Figura 7.17: Total de casos confirmados da Covid-19 no mundo (log)
Fonte: Our World in Data (ourworldindata.org)
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Observando as figuras 7.13 e 7.14, o crescimento percentual do valor da Bitcoin foi maior
entre as datas de 02/10/2013 e 25/01/2014 ou entre 05/11/2017 e 28/02/20187 Como
isso pode ser observado nos graficos?

(ENEM 2019) Um jardineiro cultiva plantas ornamentais e as coloca a venda quando estas
atingem 30 centimetros de altura. Esse jardineiro estudou o crescimento de suas plantas,
em funcdo do tempo, e deduziu uma férmula que calcula a altura em funcado do tempo,
a partir do momento em que a planta brota do solo até o momento em que ela atinge
sua altura maxima de 40 centimetros. A formula é h = 5logy(t + 1), em que t é o tempo
contado em dia e h, a altura da planta em centimetro. A partir do momento em que uma
dessas plantas é colocada a venda, em quanto tempo, em dia, ela alcancara sua altura
maxima?

a) 63
b) 96
c) 128
d) 192
e) 255

(PEIES/2008) Segundo o IBOPE, o nimero de internautas no Brasil chegou, em marco de
2007, a2 16,3 milhdes de pessoas. Em 2000, esse niimero era aproximadamente 5 milhdes.
Suponha que a funcdo N(t), que representa o nimero de internautas® (em milhdes) em
funcao do tempo t (em ano), possa ser expressa por N(t) = 5(1,184)!, onde t = 0 repre-
senta o ano de 2000, ¢t = 1, o ano de 2001 e assim por diante. Entdo, de acordo com esse
modelo, o nimero de internautas atingird 50 milhdes: (dado log 1,184 = 0,073)

a) entre 2008 e 2009;
b) entre 2009 e 2010;
¢) em marco de 2010;
d) entre 2013 e 2014;

e) somente a partir de 2015.

0 pH de uma solucéo é definido por pH= —log;o(H") em que H™' é a concentracao de
hidrogénio em ions-grama por litro de solucdo. Determine o pH de uma solucao tal que
HT =107°.

(USF Geral 2015) Terremoto é o termo popular usado para os grandes sismos, sendo que
para 0s pequenos é comum usar abalo sismico ou tremor de terra. A escala Richter, tam-
bém conhecida como escala de magnitude local (ML), atribui um niimero Gnico para quan-
tificar o nivel de energia liberada por um sismo. E uma escala logaritmica de base 10, ob-
tida calculando o logaritmo da amplitude horizontal combinada (@mplitude sismica) do
maior deslocamento a partir do zero em um tipo particular de sismdégrafo.

A férmula utilizada é ML = log(A) — log(Ap), em que:
A = amplitude maxima medida no sismégrafo.
Ag = uma amplitude de referéncia.

Com base nas informacdes, analise as proposicoes:

8Emuma situacdo real, s6 é possivel esperar crescimento exponencial enquanto o total de internautas é muito
menor do que a populacao total.
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I. Para um terremoto de magnitude 7, temos Ay = 7A.
[l. Para um terremoto de magnitude 4 temos Aio =104,

[ll. Um terremoto de magnitude 7 produz efeitos 10 vezes maior do que um terremoto de
magnitude 6.

Assinale a correta.

a) Apenas a proposicao | é verdadeira.

b) Apenas as proposicoes | e Il séo verdadeiras
c) Apenas as proposicoes Il e lll s&o verdadeiras.
d) Apenas a proposicao Il é verdadeira.

e) Apenas a proposicao Ill é verdadeira.

(Enem 2011) A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como MMS e denotada como
M,,), introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala de Ri-
chter para medir a magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos
conhecida pelo publico, a MMS é, no entanto, a escala usada para estimar as magnitudes
de todos os grandes terremotos da atualidade. Assim, como a escala Richter, a MMS é
uma escala logaritmica. M, e M, se relacionam pela formula:

2

Onde M, é o momento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de movimento
da superficie, através dos sismogramas), cuja unidade é o dina x cm. O terremoto de Kobe,
acontecido no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos terremotos que causaram maior im-
pacto no Jap&o e na comunidade cientifica internacional. Teve magnitude M,, = 7, 3. °

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio de conhecimentos matematicos,
qual foi o momento sismico M, do terremoto de Kobe (em dina-cm)?

a) 10°:10
b) 107573
C) 1012,00
d) 1021765

e) 1027,00

°U.S. Geological Survey. Historic Earthquakes. Disponivel em: http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1°
maio 2010 (adaptado). U.S. Geological Survey.USGS Earthquake Magnitude Policy. Disponivel em: http://earthqua
ke.usgs.gov. Acesso em: 1° maio 2010 (adaptado).
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(UFSCar-SP) A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a produ-
cao de madeira, evolui, desde que é plantada, segundo o seguinte modelo matematico:

h(t): 1,5+ logs(t + 1),

com h(t) em metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi cortada quando seu tronco
atingiu 3,5m de altura, o tempo (em anos) transcorrido da plantacdo ao corte foi de:

a) 9

b) 8

c) 5

d) 4

e) 2

(UnB-DF) Estima-se que 1350 m? de terra sejam necessarios para fornecer alimento para

uma pessoa. Admite-se, também, que hd 30 x 1350 bilhées de m? de terra ardvel no mundo
e que, portanto, uma populacdo maxima de 30 bilhdes de pessoas pode ser sustentada,
se nao forem exploradas outras fontes de alimento. A populacao mundial, no inicio de
1987, foi estimada em 5 bilhGes de habitantes. Considerando que a populacao continua
a crescer, a uma taxa de 2% ao ano, e usando as aproximacoes In(1,02) = 0,02; In(2) =
0,70 e In(3) = 1,10, determine em quantos anos, a partir de 1987, a Terra teria a maxima
populacao que poderia ser sustentada.

(UFMG) O pH de uma solucdo aquosa é definido pela expressao pH = —log[H *], em que
[H*] indica a concentracao, em mol/L, de ions de hidrogénio na solucao e log, o logaritmo
na base 10. Ao analisar uma determinada solucao, um pesquisador verificou que, nela, a
concentracdo de fons de hidrogénio era [H "] = 5,4 - 10~%mol/L. Para calcular o pH dessa
solucdo, ele usou os valores aproximados de 0,30, para log 2, e de 0,48, para log 3. Entao,
o valor que o pesquisador obteve para o pH dessa solucao foi:

a) 7,26

b) 732

c) 7,58

d) 774

(ENEM - 2016) Uma liga metalica sai do forno a uma temperatura de 3.000°C e diminui 1%
de sua temperatura a cada 30 min. Use 0,477 como aproximacao para log(3) e 1,041 como
aproximacdo paralog(11). O tempo decorrido, em horas, até que a liga atinja 30°C é mais
préximo de

a) 22.

b) 50.

c) 100.

d) 200.

e) 400.

(PUC-SP) A energia nuclear, derivada de isétopos radiativos, pode ser usada em veiculos
espaciais para fornecer poténcia. Fontes de energia nuclear perdem poténcia gradual-
mente, no decorrer do tempo. Isso pode ser descrito pela funcao exponencial

t
P:P()e_ﬁ
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na qual P é a poténcia instantanea, em watts, de radiois6topos de um veiculo espacial; P,
¢ a poténciainicial do veiculo; t é ointervalo de tempo, emdias, a partirdet, = 0;e éabase
do sistema de logaritmos neperianos. Nessas condicdes, quantos dias sao necessarios,
aproximadamente, para que a poténcia de um veiculo espacial se reduza a quarta parte
da poténcia inicial? (Dado: In 2 = 0,693)

a) 336

b) 338

c) 340

d) 342

e) 346
(UNESP-SP) O altimetro dos avides é um instrumento que mede a pressao atmosférica e
transforma esse resultado em altitude. Suponha que a altitude h acima do nivel do mar,

em quildmetros, detectada pelo altimetro de um avido seja dada, em funcdo da pressao
atmosférica p, em atm, por

h(p) = 201log;g (;) :

Num determinado instante, a pressao atmosférica medida pelo altimetro era 0,4atm. Con-
siderando a aproximacao log;; 2 = 0,3, a altitude h do avido nesse instante, em quiléme-
tros, era de

a) 5.
b) 8.
c) 9.
d) 1.
e) 12.

(UFPR - 2017) A probabilidade de se vencer uma partida de certo jogo é de 10%. Quantas
partidas devem ser jogadas em sequéncia para que a probabilidade de que haja vitoria
em pelo menos uma delas seja superior a 99%? Se necessario, use log(3) = 0,477.

a) 10.

b) 20.

c) 22.

d) 30.

e) 44,
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SISISISESSSIS=Rd SEM FERRAMENTAS DE CALCULO..

Os logaritmos foram inventados pelo matematico escocés John Napier (1550 - 1617) e desen-
volvidos na base 10 pelo matematico inglés Henry Briggs (1561 - 1630). Eles desenvolveram os
logaritmos para facilitar as calculos de multiplicacdo'®, que eram muito laboriosos e passiveis
de erro em uma época que nao haviam computadores. Para isso eles precisavam de tabelas
extensas, que enchiam livros inteiros, com os valores aproximados de muitos logaritmos em
alguma base.
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Figura 7.18: Uma péagina do Logarithmorum Chilias Prima de Henry Briggs, publicado em 1617,
com aproximacodes dos logaritmos em base 10 dos niimeros inteiros de 0 a 67 com precisao de
14 casas decimais.

Vamos ilustrar como calcular log, 3 manualmente utilizando o método da bisseccao. Esse mé-
todo j& era utilizado para calcular aproximacées'' antes da invencdo dos computadores, mas
ainda é bastante utilizado na computacao.

0 método da bisseccao

Para aplicarmos o método da bisseccao, tomamos uma aproximacao superior e outra in-
ferior para o nimero buscado, encontrando assim um intervalo no qual temos certeza
em que a solucao se encontra. Entao tomamos o ponto médio desse intervalo como a
préxima aproximacao e testamos se ele é superior ou inferior ao nimero buscado, entao
basta substituirmos o respectivo extremo do intervalo por ele. Repetindo esse processo
obtemos aproximacoes cada vez melhores para o nimero buscado.

0 log, 3 é 0 expoente ao qual precisamos elevar 2 para obter 3, ou seja 2!°823 = 3, assim, precisa-
mos encontrar expoentes tais que 2 elevado a esses expoentes se aproxima cada vez mais de 3.
Podemos iniciar nossas tentativas com os expoentes 1 e2. Defato 2! =2 < 3e22 =4 > 3,junto
ao fato que as poténcias de 2 crescem quando crescem os expoentes, temos 1 < logy 3 < 2.

YA secdo Para saber +: a régua de cdlculo traz mais detalhes sobre essa utilizacdo dos logaritmos
"Outro uso importante é para calcular raizes ou zeros de funcGes.
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Para aplicar o método, escolhemos entdo, inicialmente, as aproximacdes inferior i = 1 e supe-
rior s = 2.

Tomamos, entdo a metade do intervalo (1,2) como uma primeira aproximacao z = (1 +2)/2 =
3/2.

log, 3
| N

Agora precisamos verificar se x = 3/2 é uma aproximacao superior ou inferior e fazemos isso
verificando se 23/2 é maior ou menor do que 3, que é o mesmo que comparar 2% = 8 com 32 =9,
pois a raiz quadrada é uma funcdo crescente. Como 2% < 32, temos 232 < 3e3/2 < log, 3,
novamente pelo fato das poténcias de 2 crescerem quando crescem os expoentes. Assim, a
nova aproximacdo inferior passa a ser i« = 3/2 e aproximacao superior continua sendo s = 2.

Tomamos, entdo a metade do intervalo (3/2,2) como uma segunda aproximacao x = (3/2 +
2)/2="7/4.

/ logy 3
| | |

I I I

i=15 =175 s=2

Agora precisamos verificar se 27/4 é maior ou menor do que 3, que é 0 mesmo que comparar
27 = 128 com 3* = 81, pois a raiz quarta é uma funcao crescente. Como 27 > 3% temos 27/4 >
log, 3 e 7/4 é uma aproximacao superior.

Tomamos, entdo a metade do intervalo (3/2,7/4) como uma terceira aproximacao x = (3/2 +
7/4)/2 = 13/8.

/ log, 3
| | |

I I I

i=15 x=1625 s=175

Agora precisamos verificar se 2'3/8 é maior ou menor do que 3. Para fazer isso comparamos
213/8 com 3, que é o mesmo que comparar 23 = 8192 com 3% = 6561. Como 2'3 > 38, temos
213/8 > Jog, 3 e 13/8 é uma aproximacéo superior.

Podemos continuar esse processo quantas vezes desejarmos, mas vamos parar com o inter-
valo (3/2,13/8) e tomar o ponto médio dele z = (3/2 + 13/8)/2 = 25/16 como aproximacao.

0,0625 logy 3

Vs N |
1 I I

i=15 2=15625 s=1,625




A aproximacao para o logaritmo estd boa? Pelo fato de 3/2 < log, 3 < 13/8, temos certeza que
log, 3 estd no intervalo (3/2,13/8). Contudo nossa aproximacdo esta no centro do intervalo
e a uma distancia menor do que a metade do seu comprimento ((13/8 — 3/2)/2 = 1/16 =
0,0625) de qualquer ponto do intervalo, inclusive log, 3. Assim, garantimos que o erro em nossa
aproximacao é menor do que 0,0625.

Célculo do log, 5
.

Utilize o método da bisseccao para calcular log, 5 com erro menor do que 0, 25.
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=ISISISESSSIS=R L OGARITMOS COM A REGUA DE CALCULO

Antes do surgimento e popularizacao das calculadoras digitais, era muito laborioso efetuar
todas as operacdes de multiplicacao e divisao necessarias em muitas atividades, como no con-
trole de estoques, na contabilidade, no calculo de impostos e em célculos astronémicos (princi-
palmente ligados a navegacao). Os logaritmos foram inventados para facilitar esses calculos.
Frequentemente as operacdes de multiplicacdo e divisao sao consideradas triviais, contudo
para nimeros razoavelmente longos é facil cometer erros nos calculos:

Multiplicacao manual
e

Calcule, sem a utilizacao de equipamentos eletrdnicos,

19683 x 2187.

Verifique, com a ajuda de uma calculadora, se obteve a resposta correta.

Erros sao bastante comuns em calculos de multiplicacao e representavam um problema sério
quando os calculos eram necessarios e ndao havia nenhum meio eletrénico que permitisse a
verificacao deles. A respeito deste problema, o escocés considerado o inventor dos logaritmos:
John Nepier ', escreveu (traducdo livre) em sua obra de 1614:

Dado que nada (caros amadores apaixonados pela Matematica) é tdo desagrada-
vel a pratica matemética (freando e retardando os especialistas no calculo) quanto
as multiplicacdes, as divisOes e as extracfes de raizes quadradas ou clbicas de nd-
meros grandes que, além do incdbmodo devido ao seu tamanho, induzem a diversos
erros perigosos; como consequéncia, eu me dediquei a procurar por gue meios se-
guros e cbmodos poderia me livrar destas dificuldades.

John Napier - Mirifici logarithmorum canonis descriptio

O célculo realizado acima pode ser feito de modo muito mais rapido se tivermos uma tabela
com os valores das poténcias de 3 e levarmos em conta que:

H 3° = 2187,
B 37 = 19683,

B 19683 x 2187 = 3% x 37 = 312 = 43046721.

Assim, podemaos utilizar a tabela 7.3 para fazer calculos de multiplicacao ou divisao, somando
ou subtraindo os logaritmos e localizando o resultado correspondente a soma, ao invés de mul-
tiplicar explicitamente:

B 5 x4~ 2332 x 22 = 223242 = 9132 & 9

B 3x5~ 21,58 % 22,32 — 21,58+2,32 — 23,9 ~ 15;

B 3x9~ 21,58 % 23,16 — 21,58-1—3,16 — 24,74 ~ 27.

>Também conhecido como John Naper ou loannes Neper na versao latinizada de seu nome.



Figura 7.19: Uma régua de calculo
Fonte: Slide Rule em Flickr / Usuario: The Last Cookie

W 20+4~2032 522 22082 =28 x5

Apesar dos calculos da soma dos expoentes ndo darem, necessariamente, os valores exatos
que temos na tabela, buscamos o que melhor se aproxima. Fazemos isso pois sabemos que o
produto de dois naturais € novamente um natural e temos todos os naturais até 30 listados na
tabela.

Napier escreveu um livro inteiro de logaritmos tabelados para consulta e utilizacao em calcu-
los. Henri Briggs, um dos pais dos logaritmos, publicou um livro'® com todos os logaritmos em
base 10 dos nimeros naturais de 1 a 20000. Mas, ndo é muito pratico carregarmos uma longa
tabela por ai. Para lidar com esse problema, William Oughtred (1574 - 1660) inventou réguas
de calculo.

A régua linear de Oughtred efetuava multiplicacdes e divisdes com duas escalas logaritmicas,
fazendo as partes da régua deslizarem uma sobre a outra. Arégua de calculo, com suas varian-
tes, foi, durante mais de 300 anos, uma ferramenta indispensavel para engenheiros e cientis-
tas, era um presente dado de pais para filhos ao final do gindsio. Ela aprimorada por diversos
cientistas e engenheiros até chegar em sua versao atual. Estudaremos uma régua de calculo
simplificada nas atividades seguintes.

BHa uma foto de uma pagina do livro no Para saber +: sem ferramentas de cdlculo...
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A Régua de Calculo

Na régua aritmética ou linear, o comprimento lcm corresponde ao ndmero 1, o comprimento
2 cm corresponde ao nimero 2 e assim sucessivamente. Na régua de calculo logaritmica de
base 2, o nimero 1 corresponde ao comprimento do logaritmo de 1 em base 2, o nimero 2
corresponde ao comprimento do logaritmo de 2 e assim por diante. A figura 7.21 ilustra uma
régua de calculo formada por duas partes, cada uma com uma linha central e uma escala linear,
ambas na cor cinza, e uma escala logaritmica na cor preta. Note que na escala logaritmica
marcamos, por exemplo, o nimero 3 a distancia 1,59 do ponto inicial da escala, o nimero 1, pois
log, 3 ~ 1,59.

1 2 3 4
\ \ \ \

7 8 910 121416
N O R Y

—r®)
e
-
- ul
- o

Figura 7.20: Uma régua de calculo e sua utilizacao calculando 4x2 e 4x3.
Fonte: Logaritmos e a régua de céalculo, Pedrosa & Adames.

Podemos utilizar as réguas de calculo para fazer multiplicacdes ou divisdes.

Para multiplicar a x b, basta colocar as duas metades da régua uma sobre a outra, como na
figura, colocando o nimero 1 da metade superior da régua sobre a. O resultado estara entdo
abaixo de b. Como ilustra a figura 7.21 nas multiplicacGes 4x2 e 4x3.

0 1 2 3 4
| | | | |
1 2 3 4 5 6@)3 910 121416
| | | | | I I O

T \JN/ T T T 1T T TT1T T T

1 3 4 56 780910 1@6

I I I I I

0 1 2 3 4

Figura 7.21: Uma régua de calculo utilizada para calcular 14 = 7.

Para dividir a/b, basta colocar as duas metades da régua uma sobre a outra, como na figura,
colocando o nimero b da metade superior da régua sobre a. O resultado estara entdo abaixo
do ndmero 1. Como pode ser visto no resultado de 14 + 7, que esta abaixo do nimero 1.

Isso funciona pois ao colocarmos as réguas assim, estamos adicionando ou subtraindo os com-
primentos dos logaritmos dos respectivos nimeros (na escala linear em cinza claro).

Por fim ainda temos o problema que a base dois cresce muito rapidamente. Para resolver isso
podemos tomar uma que seja bem préxima de 1 e um pouco maior.



Produzimos réguas de célculo, que estdo no final do capitulo, utilizando a base 2 = 10'/50 ~
1,04713, de modo que log, 100 = 100. As graduacfes na régua correspondem aos logaritmos
em base z dos nlimeros de 0 a 10 com uma casa decimal de precisao e dos ndmeros naturais
de 11ate 100. A régua também contém uma escala linear e as posicoes dos nimeros na escala
logaritmica correspondem aos valores dos logaritmos daqueles nimeros na base x. A figura
7.22 ilustra a régua.

20 30 40 50 60 70 8‘() .‘)‘[)
" [ITRLNEIN]

Figura 7.22: A régua de calculo que acompanha este material.
Fonte: Logaritmos e a régua de calculo, Pedrosa & Adames.

Calculos com arégua
.

Em pequenos grupos, vamos utilizar as réguas de calculo para efetuar os seguintes calculos:

a) 9x7.

b) 3,5x4.

c) 2,8x25.
d) 28 x 25.
e) 3,2x31
f) 58x9,3.
g) 583 x93.
h) 78326 x 648.
i) 56 +7.

i) 58 = 4.
k) 93 = 5.

) 476 +93.

m) 7345 + 57.
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Quando buscamos uma funcao para aproximar dados reais, podemos escolher que tipo de fun-
cao parece mais adequada (o que pode ser um pouco subjetivo). Contudo, quando escolhemos
um tipo de funcao, que valores escolhemos para os coeficientes dessa funcao? Por exemplo,
se os dados parecem crescer como uma funcao logaritmica, qual deve ser a base? Para de-
terminarmos essas constantes existern métodos mas que muitos programas de computador
podem calcular automaticamente.

cAPiTuLo | J
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A caderneta de salde abaixo traz as medidas (nas datas especificadas) da idade, do peso, da
altura e do perimetro encefalico de uma crianca.

Figura 7.23: Dados médicos na carteirinha de uma crianca.

Anotamos os dados de idade e altura no GeoGebra, no endereco abaixo, e utilizamos as fun-
coes do programa para aproximar os dados utilizando curvas do tipo: exponencial, logaritmica,
linear, logistica, poténcia e polinomial.

https://www.geogebra.org/calculator/za7dq64a


https://www.geogebra.org/calculator/za7dq64a

PARA REFLETIR

VVamos observar as funcdes mostradas pelo applet. Quais dos ajustes parecem adequados
ao crescimento da altura de uma pessoa? Quais levariam a previsdes absurdas? Justifique

0s motivos que o levaram a realizar essas escolhas.

Foge dos objetivos desse material estudar em detalhes os métodos para encontrar as funcées
que melhor aproximam os dados reais de cada um dos tipos. Contudo um dos métodos, cha-

mado de regressdo linear esta relacionado com os logaritmos.

VOCE SABIA?

~N

A regressdo linear € um método utilizado com frequéncia para encontrar a funcdo expo-
nencial y(x) = a x b* que melhor aproxima dados reais e consiste em aplicar logaritmos
dos dois lados da equacao, obtendo log y = log a + z log b, que é uma equacao linear do tipo
v = c+ dx,comv = logy e constantes ¢ = loga e d = logb. Essa nova equacao pode ser
ajustada aos logaritmos dos dados reais por um método chamado de minimos quadrados,
encontrando os melhores valores para c e d e, entdo, achamos a = 10 e b = 10,

J

Regressao linear

-

representa o dia 22/01et = 59 o dia 21/03.

Atividade 29

Utilizando os dados reais do niimero de casos nos Estados Unidos (fonte: Our World in Data)
entre 22/01/2020 e 21/03/2020, aplicamos regressao linear com uma ferramenta computa-
cional para estimar o nimero de casos pela formula f(¢) = 0,000275279 x 1,36451%, onde t = 0

Utilizando a féormula, quantos dias seriam necessarios para que a pandemia ultrapassasse

100.000 infectados naquele pais?

Vamos comparar os dados obtidos pela férmula com os dados reais.

33.404 | 44183 | 54.453 | 68.440

Dados reais |

85.356

103.321

JEVEECRERITIEN 34.544 | 47136 | 64.317 | 87762

119.752

163.403

Tabela 7.8: Total de Casos nos E.U.A.

Os valores sdo préximos no comeco, mas comecam a ficar distintos. Explicamos isso pelo fato

da pandemia nao se desenvolver livremente, mas ha reacdes da populacao e das autoridades,

como medidas sanitarias, que podem reduzir as taxas de infeccao.
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SSISS =5 =Rd LOGARITMOS E PROGRESSOES

Napier pensava nos logaritmos como produzidos por um movimento dinamico. Traduzimos
isso pensando em dois objetos P e (Q movendo-se sobre duas semi-retas, um partindo da ori-
gem 0 e o outro do ndmero 1, de modo que o primeiro desloca-se com velocidade constante,
mas o segundo tem velocidade proporcional a distancia que ele esta da origem da semi-reta.
Assim, se tomarmos intervalos de tempo igualmente espacados T, 27, 37,47, . . ., obtemos po-
sicoes distintas Py, P, ... e @, @5, ... para os dois objetos, como ilustra a figura 7.24.

| ° ® . ® ®

0 Py P, P Py Py

| — @ ® ® ® *—
0 1 @ Qs Qs Q4 Qs

Figura 7.24: Objetos movendo-se com velocidades distintas.

Podemos, entdo, associar os pontos das duas semi-retas entendendo que dois pontos P, e Q)
estao associados se 0s objetos P e () estao nessas respectivas posicoes no mesmo instante .
Assim, Q; estd associado a P}, Q, esta associado a P, e assim por diante.

Progressoes Atividade 3@
e

Vamos pensar que o objeto P na primeira reta move-se, a cada segundo, uma unidade para
a direita e que inicia na origem. Ja o objeto () inicia a duas unidades da origem e move-se, a
cada segundo, uma quantidade de unidades igual a distancia que esta da origem. Escreva os

10 primeiros termos da sequéncia de distancias a origem de cada um dos objetos.

B Vocé reconhece as duas sequéncias que estao se formando?

B Quais os valores dos logaritmos em base 2 dos valores encontrados na segunda sequén-
cia?

B Vocé consegue reconhecer esses logaritmos na primeira sequéncia?

Observamos que a sequéncia das distancias do ponto @ a origem formaa P.G. Q,, = r™, derazao
r, e a sequéncias das distancias do ponto P a origem forma uma P.A. P, = n. A interpretacao
de Napier é que o logaritmo do nimero " da P.G. € o nUmero associado na P.A., n. Assim, Napier
associava os conceitos de P.A. e P.G. ao conceito de logaritmo.



e l== =2k 4 A LEI DE WEBER

Vamos considerar as seguintes situacdes:

a) Uma lanchonete vende um hamburguer por R$ 30,00 e outra lanchonete vende um ham-
burguer similar por R$ 20,00. A diferenca de preco parece significativa para vocé? Seria
importante na decisao de qual lanchonete visitar?

b) Uma loja de eletrodomésticos vende uma geladeira por R$1.837,00 e outra loja vende uma
geladeira similar por R$1.847,00. A diferenca de preco parece significativa para vocé? Se-
ria importante na decisao de qual geladeira comprar?

Muitas pessoas diriam que a diferenca de R$ 10,00 no primeiro caso é significativa, mas que a
mesma diferenca é irrelevante no segundo caso. Isso ocorre porque nossos sentidos percebem
as mudancas de acordo com a magnitude dos valores envolvidos. Vimos exemplos de situacdes
similares no Decibel, no pH e nas escalas Richter e de Magnitude de Momento Sismico, nas
quais sao necessarias alteracdes significativas nos estimulos para percebermos diferenca nos
eventos.

A Lei de Weber, ou Lei de Weber-Fechner, foi proposta (para a percepcéo de pesos) por Ernst
Heinrich Weber em 1834 e afirma que nossas percepcoes aos estimulos do mundo real variam
de acordo com o tamanho dos estimulos e, deste modo, em escala logaritmica.

Essa lei empirica é utilizada para determinar alteracdes nos precos e nos tamanhos de emba-
lagens de produtos (como o chocolate, por exemplo, cujas embalagens sdo frequentemente
reduzidas).

Criando a proépria escala.
e

Vamos desenvolver a nossa prépria escala para compararmos precos distintos? Isso preci-
sara ser feito em etapas:

a) escolha uma categoria de produto, como automéveis, televisores, motocicletas, video-
games, .. .;

b) escolha dois produtos dentro da categoria, A e B, com precos «a e b, significativamente
distintos, que tenham o mesmo custo-beneficio para vocé;

c) determine um percentual 0 < p < 1, que o produto mais caro é melhor do que o pro-
duto mais barato para vocé (o que é subjetivo e ndo precisa estar diretamente ligado
aos precos dos produtos);

d) escreva a sua propria funcdo de valor relativo percentual através da expressdo

x
v(x) = plog,, () :
a
de modo que v(b) = pewv(a) = a, ou seja, v(x) tenta estimar a diferenca percentual no
valor relativo do produto B com o produto A (para vocé);
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e) encontre trés produtos C, D e E, na mesma categoria dos anteriores, anote 0s precos
deles ¢, d e e, e determine os percentuais p,., p, € p. que eles sao melhores ou piores do
que o produto A (o que é subjetivo);

f) calcule v(c), v(d) e v(e) e observe se os valores concordam com os percentuais que vocé
estimou;

g) Pe, P4, Pe SA0 Maiores, menores ou iguais a v(c), v(d), v(e), respectivamente? o que essa
informacao diz sobre o custo beneficio dos produtos?

h) vocé acha que os resultados obtidos condizem com as suas percepcdes ou a férmula
apresentou grandes distorcdes?




PROJETO APLICADO

Um banco tem 4 opcdes de investimento (A : sem risco, B: baixo risco, C: médio
risco e D: alto risco), com taxas de juros mensais de 1%, 2%, 5% e 7% respecti-
vamente. Vocé investird R$10.000,00 em um desses investimentos e quer obter
R$15.000, 00.

a) Quantos meses vocé levara para atingir seu objetivo em cada um dos Pla-
nos?

A

Plano
Taxa
Tempo

b) Nesse item propomos um jogo. “JOGO DE RISCO" depois que os alunos cal-
cularem o tempo (em meses) para acumular o valor desejado eles devem
escolher um dos planos possiveis para investir seu capital. Cada aluno es-
colhe, entdo, 0,1, 2 ou 3 “nimeros do azar" de 0 @ 9. Quem escolheu o plano
A escolhe 0 nimeros de azar e quem escolheu D deve escolher 3 nimeros.
A cada més o professor sorteara um ndmero de 0 a 9 e aqueles que tive-
rem o numero sorteado perdem tudo e saem do jogo. O primeiro a atingir o
montante desejado vence.
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Fungoes Trigonometri-
cas

Fendmenos Periédicos, Radiano, Funcdes
Seno e Cosseno, Sendides.

Fenomenos periddicos sao aqueles que se re-
petem com o tempo. Alguns exemplos de
tais fendomenos sao os batimentos cardiacos,
as fases da lua, do nascer do sol, o movi-
mento dos ponteiros de um relégio ou de um
péndulo. O préprio movimento de rotac3do da
Terra é um fendmeno peridédico que se repete
em periodos de 24 horas, sendo o responsavel
pelas nocGes de dia e de noite. As funcdes tri-
gonométricas, diferente das demais que estu-
damos até aqui, tém a propriedade de serem
periddicas, isto é, seus graficos se replicam
ciclicamente em intervalos determinados do
seu dominio. Esta caracteristica faz dessas
funcGes as mais adequadas para modelar ma-
tematicamente e prever informacdes sobre os
fendbmenos periddicos.
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G Hu==Nalul FENOMENOS PERIODICOS

Iniciaremos este capitulo estudando exemplos de fenédmenos do nosso cotidiano que tém uma
propriedade até entao nao observada nos capitulos anteriores do livro de Funcdes: sao feno-
menos que se repetem com o passar do tempo. Um dos objetivos desse capitulo é estudar
técnicas de modelagem matematica desse tipo de fendmeno, visando antever situacdes relaci-
onadas a ele. Quais seriam as funcbes adequadas para realizar essa modelagem? Realizando
as atividades a seguir, vocé ird aos poucos descobrir que funcdes sao essas e que caracteristi-
cas algébricas e graficas elas possuem.

Péndulo de um relégio
e
(Adaptado de Costa (2017))

Alguns relégios rusticos tém um péndulo, composto por uma bolinha presa a parte de baixo
de uma haste que oscila continuamente de um lado para o outro. O fato de o péndulo estar
em movimento mostra que o relégio estd em pleno funcionamento.

Vamos estudar o comportamento da projecao do centro dessa bola numa reta horizontal lo-
calizada abaixo desse relégio, supondo que a origem dessa reta coincida com a projecdo do
centro da bola quando a haste do péndulo esta na posicao vertical. Em outras palavras, va-
mos estudar as variacdes dos pontos da reta alcancados pela projecao do centro da bola. As
imagens a seguir ilustram algumas possiveis posicdes do péndulo. O centro do péndulo esta
representado pelo ponto E; os pontos C' e B sao os pontos extremos do caminho percorrido
pelo péndulo. O ponto O é aquele em que o péndulo se encontra preso ao relégio. O ponto F
indica possiveis posicdes do péndulo, e o ponto G indica a projecao de £ na reta orientada a
seguir. Observe as diferentes posicdes de F'ilustradas e os valores da distanciaentre Ae G (A
é a projecao de O na reta orientada). A construcao no GeoGebra do movimento de um péndulo
similar a esse pode ser acessada no link https://www.geogebra.org/classic/uxcqamaz
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dabtinga entre A & G:1.71 datinga antra A e G{.E3 distincia entie A o GO.TE distiincia entre & o G070
poss;ia na rota onentad: -1.71 poweila na eats orartda: 083 Pk i ain orientsda: 0.7 poaigdio rm Tein orientadn: 078

Suponha que no tempo ¢, a funcao que descreve o deslocamento dessa projecdo seja d(t). Note
que, como estabelecemos uma posicao como origem, esta funcdo é considerada com sinal as-
sumindo um valor positivo quando o péndulo estiver a direita do segmento OA(d(t;) > 0)e
assumindo um valor negativo quando estiver a esquerda de OA(d(¢,) < 0), conforme é pos-
sivel ver na ilustracao acima: a distancia entre A e G é um maddulo, é absoluta; no entanto,
quando consideramos a posicdo na reta orientada, atribuimos um sinal a essa distancia.

dit) 0 dit)

a) Namalhaquadriculada abaixo, considere D, e F, ... 0 maior e o menor valor assumidos
pela funcao d. Repare que D,,,, corresponde a projecao do ponto B na reta horizontal,
que é o ponto mais a direita que é atingido pelo centro da bolinha ao longo da oscilacao
do péndulo. Da mesma forma, E,,,, corresponde a projecao de C', que é o ponto mais a
esquerda que é atingido pelo centro da bolinha durante o movimento. Tente esbocar o
grafico da funcao d(t), supondo que d(0) = D,



Distancia da massa ao centro

Tempo

b) Que aspectos vocé percebe que esse grafico possui? Cite algumas diferencas entre ele
e os graficos das funcdes que vocé estudou até aqui.

Construindo o préprio péndulo
r

(Adaptado de Costa (2017))

Com madeira, um prego, barbante e uma bolinha de gude, construir um péndulo como o da
figura.

Cronometro

Maderra

Barbante

Bolioha de Gude (R0
Régua

Figura 8.1: Costa (2017)
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Sera necessario o uso de dois celulares ou um celular e uma camera. Um dos celulares ira
cronometrar o tempo durante a oscilacao do péndulo e o outro, devera tirar sucessivas foto-
grafias do movimento do péndulo e do primeiro celular. Uma régua deve ser utilizada também
para medir o deslocamento horizontal da projecdo do péndulo, como na figura acima. Posici-
one o péndulo exatamente sobre o zero da régua e solte-o no momento em que cronémetro
for ligado e as fotos comecarem a ser tiradas. Fotografar o movimento ao longo de 4 oscila-
cdes completas do péndulo.

a) Analise as fotografias e forme pares ordenados (z, y) onde x representa o tempo e y, a
medida na régua na qual estara a projecao horizontal do péndulo.

b) Plote os pontos no GeoGebra. Que comportamento vocé consegue perceber no caminho
que os pontos vao percorrendo?

c) Compare o esboco que vocé obteve aqui com o da atividade anterior. Que conclusées
vocé consegue tirar?

Construindo uma Roda Gigante

Utilizando papeldo, tampinhas de garrafa, cola e um lapis, construir uma roda gigante como
a da figura.

-

Figura 8.2: Fonte: Soares (2010)

Serd necessario também o uso de um transferidor para medir os angulos e uma régua para
medir a altura das “cabines".

Um passageiro entra na cabine quando essa estd em seu ponto mais baixo. A partir dai, aroda



comeca a girar no sentido anti-horario, numa velocidade constante de 20 graus por segundo.
Considere h = h(t) a altura em centimetros da cabine no instante de tempo ¢, medido em
segundos.

a)

b)
o)

d)

e)

f)

g)

h)

Calcule a medida do raio da roda gigante e também as alturas minima e maxima que a
cabine pode assumir.

Quantos segundos a roda gigante demora para dar uma volta completa?

Com o auxilio dos seus colegas, encontre a altura da cabine em cada segundo do movi-
mento da roda gigante até ela completar uma volta. Marque num papel milimetrado os
pontos (¢, h(t)) obtidos.

Entre a altura maxima e a altura minima, ha alguma altura intermedidria que a cabine
atinge mais de umavez aolongo de cada volta daroda gigante? Quanto mede essa altura
intermediaria?

Determine todos os valores assumidos pela altura h da cabine ao longo de uma volta
completa da roda gigante.

Observando os pontos marcados no item c) e a dindmica do giro da roda gigante, res-
ponda: apesar da velocidade com que a roda gigante gira ser constante, também serd
constante a taxa de variacao da altura da cabine?

Esboce no papel milimetrado uma curva que represente o grafico de funcdo h = h(t).
Como sera o grafico da funcao para valores de t maiores que 18 s?

Como seria o gréfico de h = h(t) se a velocidade do giro da roda gigante duplicasse, ou
seja, se ela demorasse apenas 9 s para dar uma volta completa? Que alteracdes podem
ser observadas em relacdo ao grafico tracado no item g)?

PARA REFLETIR N

Roda Gigante Virutal

Acesse o link de uma roda gigante construida virtualmente no GeoGebra através do seguinte
link https://www.geogebra.org/m/g8mnxpgx

Também é possivel visualizar nesse link o gréfico que relaciona a altura da cabine da roda
gigante virtual com o tempo.

< o 7

R .

Figura 8.3: Observacao da altura da cabine
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E'. -:..

Figura 8.4: Observacao do ponto do plano que associa a x o tempo e a y a altura da cadeira

Figura 8.5: Observacdo do grafico da funcdo que associaa x o tempo eay a altura da cadeira

Compare esse grafico com o grafico obtido por vocé e seus colegas na atividade anterior.
Como vocé acha que deveria ser o grafico se o movimento comecasse quando a cabine es-
tivesse no ponto mais alto da roda? E como seria o grafico se a velocidade com que a roda
gigante gira fosse reduzida a metade?

J




m[=/e=IN[Pd=IN[u[m] FENOMENOS PERIODICOS.

0 que os fendmenos apresentados nas atividades anteriores tém em comum? Se considerar-
mos uma situacao ideal em que o mesmo fendmeno se repete exatamente da mesma maneira
ao longo do tempo, podemos dizer que o péndulo do relégio sempre vai e volta ininterrupta-
mente e que a roda gigante da varias voltas sem parar. Fenémenos assim sdao chamados de
periddicos, ou seja, que se repetem exatamente da mesma forma ao longo do tempo. Ao es-
tudarmos matematicamente as situacfes que usamos como exemplo aqui, consideramos um
modelo. Um modelo matemdtico é uma descricdo matematica a partir da observacao de algum
fendmeno observado no mundo fisico. Claro que, ao fazermos essa descricdo em termos ma-
tematicos, precisamos fazer algumas restricGes e suposicoes que ndo necessariamente ocor-
reram ou ocorreriam de fato no fendmeno observado - mas, com um modelo, é razoavel que
consideremos essas restricdes. Por exemplo, a suposicao de que um péndulo como o da pri-
meira ou da segunda atividade oscila ininterruptamente nao ocorre no mundo real: o relégio
pode atrasar por algum problema no mecanismo ou até mesmo parar, por exemplo. A roda
gigante precisa parar sempre que alguém vai subir ou descer do brinquedo. Mas, as restricdes
que sdo feitas para criar o modelo possibilitam que o fenémeno seja estudado, que previsdes
sejam feitas, além de permitir que outros fendmenos sejam classificados por semelhancas ou
diferencas.

Vocé conhece mais alguns fendmenos periddicos que acontecem na vida?

2024 05 £€v

M P R

Figura 8.6: Fonte: Solar System Scope

0O movimento de rotacao da Terra em torno de seu préprio eixo € um movimento periédico que
demora 24 h para completar um ciclo (periodo de 24 h) e 0 movimento de translacao da Terra
ao redor do Sol demora 365 dias e 6 h para completar um ciclo (periodo de 365 dias e 6 h).

Nas atividades anteriores vocé fez os graficos de funcdes que representam fenémenos periédi-
cos. Por esse motivo elas também serdo chamadas de funcées periédicas, ou seja, funcdes cu-
jos valores daimagem se repetem em intervalos fixos. Mais precisamente, uma funcaoy = f(z)
é chamada de periddica, se existe algum valor p tal que f(x) = f(x + p), para todos os valores
de z tais que x e x + p pertencam ao dominio dessa funcéo. O menor valor positivo de p que
satisfizer a essa propriedade sera chamado o periodo dessa funcao.

Para entender melhor os conceitos que estamos apresentando, vamaos discutir um pouco sobre

5] CAPITULD

FUNCOES TRIGONOMETRICA



https://www.solarsystemscope.com/

SJ CAPITULD

FUNCOES TRIGONOMETRICA

a Atividade "Construindo uma Roda Gigante". Nela, vocé foi orientado a observar o comporta-
mento de uma cabine em especifico. Como a roda gigante tem velocidade de rotacao constante,
0 comportamento se repete a cada volta. Isso significa que o grafico que vocé gerou para a pri-
meira volta completa da roda gigante vai se repetir exatamente dessa mesma forma por todo
0 tempo em que a roda gigante permanecer girando. Esse é, portanto, um fenémeno periddico.

Avelocidade de rotacao é de 20 graus por segundo; logo, uma volta completa (360°) serd alcan-
cada apos 18 segundos. Decorridos os primeiros 18 segundos de movimento, a roda gigante
vai ter dado uma volta completa e a cabine observada tera voltado para sua posicao inicial.
Matematicamente, podemos escrever que h(0) = h(18). Independentemente da posicdo ocu-
pada pela cabine no instante t, apds 18 segundos a roda gigante dara uma volta completa e a
cabine voltara para a mesma posicao em que estava quando comecamos a marcar o tempo.
Matematicamente, essa observacéo pode ser registrada como h(t) = h(t 4 18). E interessante
observar que isso é verdade para outros valores: por exemplo, apés 36 segundos, a roda gi-
gante tera dado 2 voltas, portanto h(t) = h(t + 36). De maneira mais geral, considerando um
nimero inteiro positivo k, a roda gigante tera dado k voltas apés 18k segundos e, portanto,
h(t) = h(t + 18k), o que indica que essa funcao é periddica de periodo 18, pois esse é o menor
valor necessario para que se tenha um ciclo completo do fenémeno observado, ou seja, da roda
gigante em movimento.

Mas sera que esse é de fato o menor valor para o qual esse ciclo se repete? Note que, por
exemplo, quando ¢t = 4,5, a roda gigante tera dado % de volta, e portanto, h(4,5) = r. Apds 9
segundos, a roda gigante tera dado mais % volta, assim, a cabine estard a mesma altura que
estava no instante ¢t = 4,5, o que indica que h(4,5) = h(4,5 + 9). Serd que isso significa que 9
pode ser o periodo dessa funcdo? Se isso fosse verdade, precisariamos ter h(t) = h(t+9), para
todos os valores ¢t do dominio; no entanto, isso nao é verdade, uma vez que no instantet = 0
a cabine estd na posicao mais baixa e no instante ¢t = 9, a roda gigante tera dado % de volta e,
portanto, a cabine estara na posicao mais alta e nao de volta ao inicio, como seria necessario.
Note ainda que depois do instante ¢t = 0, a cabine s¢ voltara para a posicao inicial ap6s dar uma
volta completa, portanto, apds 18 segundos. Logo, ndo existe p< 18 tal que h(0) = ~(0 + p); ou
seja, o periodo é, de fato 18.

Repare que, uma vez conhecido o comportamento do grafico dessa funcao na faixa 0 < t < 18,
também conhecemos o comportamento dela na faixa 18 < ¢t < 36: sera exatamente a repeticao
do grafico da faixa anterior, uma vez que a partir de ¢t = 18 a funcdo se comporta da mesma
maneira que se comportava entret = 0 et = 18. De maneira mais geral, o grafico na faixa
18k <t < 18(k + 1) serd uma cépia da faixa do grafico na faixa 0 < ¢ < 18.

O periodo desempenha um papel importante no grafico de uma funcao periddica: se conhecer-
mos o desenho do seu grafico num trecho sobre um intervalo do dominio de comprimento p
entao podemos esbocar o grafico inteiro da funcdo, “copiando e colando” esse trecho ao longo
de todo o dominio.

"comprimento = p



A amplitude é outra caracteristica importante quando estudamos uma funcao periddica.
Quando a imagens f(z) de uma funcao periédica assumirem um valor méximo M e também
um valor minimo m, definimos a amplitude de f como sendo a = (M;m). Geometricamente, a
menor faixa horizontal que contém o grafico da funcao f tera largura igual ao dobro da ampli-

tude.

4 amplitude M-

Bt e e

1

Na figura a seguir, vemos o grafico de uma funcao f definida no intervalo [—5, 5], conhecida na
literatura como funcdo dente de serra.

AR

Podemos perceber que este grafico é formado por um conjunto de segmentos de reta que sdo
paralelos, sendo que um desses segmentos tem extremidades nos pontos (0,0) e (1,1) e os
outros sdo réplicas desse mesmo trecho do grafico que se repetem para a esquerda e para a
direita. Repare que o ponto (1, 1) do segmento replicado é omitido, senado a figura resultante
nao representaria o grafico de uma funcao (Por qué?).

Repare que, para qualquer nimero 0 < p < 1, o trecho do grafico que fica sobre o intervalo [0, p]
no eixo x corresponde apenas a uma parte de um desses segmentos de reta, de forma que ao
replicarmos essa parte para a esquerda e para a direita, obteriamos uma figura diferente do
grafico da funcao. Portanto, nenhum ndmero menor que 1pode ser o periodo de f. Concluimos
que p = 1 é o periodo da funcao.

Como o0 menor valor e o maior valor assumidos pela imagem sao 0 e 1 respectivamente, temos

1-—- 1
que a amplitude é igual (20) =5

Isso nos mostra que podemos criar uma infinidade de funcdes periédicas agindo exatamente
dessa mesma forma! Podemos definir uma funcao em um determinado intervalo, por exemplo,
[—2,0], e a partir dai reproduzir por intervalos sucessivos translacdes horizontais que tenham
como fator de translacdo o mesmo comprimento do intervalo usado como base para criar a
funcao.
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A Rio Star é a maior roda gigante da América Latina e esta localizada na cidade do Rio de Ja-
neiro. Ela tem 88 metros de altura. A atracao turistica conta com 54 cabines climatizadas que
podem receber até 8 pessoas cada, totalizando 432 visitantes que poderao apreciar a vista
da Zona Portuaria, do Relégio Central, Morro da Providéncia, Cristo Redentor, Pao de Actcar,
Pedra do Sal, Ponte Rio-Niteréi e da Cidade do Samba durante 18 minutos - tempo necessario
para a volta completa no brinquedo. (Fonte: Casa Vogue)

Suponha que o ponto mais baixo da roda gigante que qualquer uma das cabines pode atingir
se encontra a 3 metros de altura do chao. Beatriz e Gabriela embarcam em uma das cabines e
a partir dai, a roda gigante gira continuamente com a mesma velocidade e dé duas voltas sem
parar, finalizando o movimento com a cabine das meninas retornando ao ponto mais baixo.

a) Qual é o raio da roda gigante?

b) Existe algum momento em que a altura da cabine em relacdo ao chao sera nula? Justifi-
que.

c) Em quais instantes do movimento a cabine estard na mesma altura do centro da roda
gigante? E no ponto mais alto da roda? E no ponto mais baixo?

d) Vocé acha que a altura a que a cabine sobe nos primeiros dois minutos do movimento é
a mesma que nos dois minutos seguintes? Justifique sua resposta?

e) No plano cartesiano, plote no plano cartesiano os pontos (¢, h) com os dados obtidos
no item c), em que ¢ é o tempo e h é a altura da cabine. Em seguida, esboce a curva por
meio desses pontos que vocé acha que representa o grafico da funcdo altura h = h(t).
Compare seu grafico com o de seus colegas.

f) Qual o periodo, a amplitude e o conjunto imagem da funcdo h = h(t)?



https://casavogue.globo.com/LazerCultura/Viagem/noticia/2019/12/rio-star-roda-gigante-do-rio-de-janeiro-inaugura-hoje.html

Construa sua propria funcao periédica! Atividade 5

.

Vamos fazer a nossa prépria funcao peridédica?

a)

b)

9

d)

Usando a malha quadriculada proposta a seguir, defina, a origem, os eixos Oz e Oy e
desenhe, usando até 6 unidades horizontais da malha, uma curva que possa representar
o grafico de uma funcao, de modo que o ponto inicial da curva tenha mesma altura que
o ponto final.

Agora, reproduza exatamente esse mesmo trecho por toda a largura da malha, do
mesmo jeito como foi feito com a funcao dente de serra, construindo assim o grafico
de uma funcdo periédica.

Qual o periodo e a amplitude da sua funcdo periédica?

Compare o seu grafico com o de seus colegas. Serd que em pelo menos algum deles,
vocé consegue imaginar um contexto real (climatica, biolégica, doméstica, tecnoldgica
ou outras quaisquer) que ele poderia representar?
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Uso excessivo do celular pode causar
dependéncia e problemas psicologicos

Dados mostram que 12% dos americanos ja desenvolveram dependéncia dos
smartphones; psicélogo explica os riscos para a saude mental.

A reportagem é de Giulia EL Halabi, publicada por EcoDebate, 06-08-2019.

Quem nunca pegou o celular apenas para checar mensagens e passou dezenas de
minutos - ou até mesmo algumas horas - vidrado na telinha? Esse comportamento
cada vez mais comum pode se tornar um vicio que ja atinge 12% dos americanos,
segundo dados do Center for Internet and Technology Addiction.

0 celular ativa continuamente o Sistema de Recompensa, estrutura do cérebro
que recebe toda atividade prazerosa. Esse estimulo constante é o que gera de-
pendéncia, em um processo similar a atuacao de drogas ilicitas”, diz o psicélogo e
professor do Centro Universitdrio Internacional Uninter, Ivo Carraro.

0 uso abusivo dos smartphones pode gerar transtornos psiquicos, como ansie-
dade e, posteriormente, depressao. O transtorno ja tem um nome: nomofobia,
medo de ficar sem o celular. Longe do aparelho, o individuo fica ansioso, com a
sensacao de estar perdendo informacées importantes, ou ainda excessivamente
entediado.

Outro prejuizo é a dificuldade de sociabilizacao e isolamento. “Os humanos sao
seres de linguagem verbal e sociabilidade acentuadas. Quando se comunicam so-
mente por mensagens, que sao ‘mudas’, a palavra falada é eliminada e a inépcia
social aumenta, agravando quadros depressivos", explica o professor.

A exposicdo excessiva ao celular também pode causar insénia. Isso acontece por-
que a luz azul do aparelho ‘diz' ao cérebro que ele deve ficar alerta. Assim, a pro-
ducao de melatonina, o horménio do sono, é inibida.

(Fonte: Instituto Humanitas Unisinos)

Como forma de contribuir com os usuarios, as plataformas tém disponibilizado algumas fer-
ramentas de registro de acesso aos ambientes mais acessados. Experimente olhar em seu


http://www.ihu.unisinos.br/78-noticias/591422-uso-excessivo-do-celular-pode-causar-dependencia-e-problemas-psicologicos
http://www.ihu.unisinos.br/78-noticias/591422-uso-excessivo-do-celular-pode-causar-dependencia-e-problemas-psicologicos
http://www.ihu.unisinos.br/78-noticias/591422-uso-excessivo-do-celular-pode-causar-dependencia-e-problemas-psicologicos
http://www.ihu.unisinos.br/78-noticias/591422-uso-excessivo-do-celular-pode-causar-dependencia-e-problemas-psicologicos

smartphone, nas configuracdes, se had essa ferramenta - normalmente, o nome é bem estar

digital.

Config

Contas e backup

Google

Recursos avancados

Bem-estar digital e controles
parentais

a @

Por exemplo, alguns registros diarios de uso de um aplicativo de mensagens bastante popular
no smartphone de uma professora (observando o periodo de uma semana) estdo exibidos a

seguir. A primeira informacdo diz respeito ao nimero de mensagens recebidas e a segunda
informacdo mostra quantas vezes o aplicativo foi aberto ao longo daquele dia. O dia 13 de

agosto foi uma quinta-feira.

13 de agosto

764 recebidas

Configuracdes de notificagao

150 vezes

Diario

14 de Bgasio

641 recebidas

Configuraches de notificacio

130 vezes

Didrio

15 do agosto

762 recebidas

Configuragbes de notificagio

176 vezes

Diaria
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20 recebidas

Configuragdes de notificagio

Weran sberbo

7 vezes

V¥ de agasto

416 recebidas

Configuragies de notificagio

Waran abarin

96 vezes
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19 e ngosin

872 recebidas

. __::______T__

Configuragdes de notificagio
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164 vezes

_,_:____._L‘__

Deiren FUEHE

18 dit pgosts
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Configuracdes de notificagio
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148 vezes
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a)

b)

)

d)
e)

f)

g)

h)

Preencha a tabela a seguir com os dados apresentados na figura anterior.

1(qui)

2 (sex)
3 (séb)
4 (dom)
5 (seg)
6 (ter)

7 (qua)

Marque num plano cartesiano (fisico ou digital) pontos (x,y) correspondendo as duas
primeiras colunas da tabela, onde z representa o dia da semana e y o nimero de men-
sagens recebidas pela professora naquele dia. Em seguida, construa um segmento de
reta ligando o ponto correspondente ao dia 1ao ponto correspondendo ao dia 2, um seg-
mento de reta ligando o ponto correspondente ao dia 2 ao ponto do dia 3 e assim suces-
sivamente até chegar ao ponto associado ao dia 7.

Faca o mesmo que foi pedido no item b), agora considerando que, nos pares (z,y), ©
representa o dia da semana e y o nimero de vezes que para a quantidade de vezes em
que a professora abre esse aplicativo.

Que observacdes vocé pode fazer sobre a rotina dessa professora?

As funcdes com dominio sendo o intervalo [1, 7] da reta e cujos graficos foram esboca-
dos nos itens b) e c) podem ser ditas periddicas? Se sim, justifique; se ndo, analise as
fotos do enunciado de forma a descobrir ao menos algum padrdo de regularidade no
comportamento da rotina da professora que poderiam dar ideia de periodicidade.

Suponha que os mesmos dados de niimeros de mensagens recebidas e de vezes que o
aplicativo foi aberto sejam reproduzidos nos dias seguintes: no dia 8, a professora re-
cebe 0 mesmo niimero de mensagens que no dia 1, no dia 9 ela recebe o mesmo ndmero
de mensagens que no dia 2 e assim sucessivamente (mesmo raciocinio para o nimero
de vezes que o aplicativo foi aberto). As linhas poligonais construidas ligando pontos
consecutivos, como feito nos itens b) e c), agora representam graficos de funcdes perié-
dicas? Se sim, qual sera o valor do periodo e da amplitude delas?

Se vocé ou alguém de sua familia tiver um smartphone com essa funcdo, veja que aplica-
tivos aparecem com registro nessa ferramenta e que parametros sdo exibidos (tempo
de tela, nimero de vezes em que o aplicativo é aberto, nimero de notificacdes, entre
outros).

Colete os dados referentes a algum aplicativo de mensagens e anote, reproduzindo os
passos a), b), ) e d).
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O Som e as Ondas Sonoras

0 som é resultante de uma vibracao, que se transmite em meios materiais de propagacao,
como solidos, liquidos e gasosos. Quando uma fonte sonora produz uma vibracao, esta é
transmitida a todo o meio material que a envolve e em todas as direcdes. Esta vibracao é
comunicada aos constituintes mais préximos da matéria, que sucessivamente a transmite
aos constituintes seguintes através de choques entre eles.

A vibracao de uma fonte sonora causa uma onda no meio de propagacao. O som propaga-
se por ondas invisiveis: as ondas sonoras ou acusticas. Portanto, o som pode ser descrito
através de uma sequéncia de ondas sonoras, que sao ondas de deslocamento, densidade
e pressao que se propagam pelos meios compressiveis. Quando uma onda sonora se pro-
paga através de qualquer gas, ocorrem varias compressoes e rarefacdes de pequenos vo-
lumes do gas.

rﬁompres sdo rRarefaqéo

A .
Ba Faw s Baowent ey,

AVAATAVA

~Vale da onda
[ REFPRESENTACAD DA ONDA SONORA ]

OYSSEkd 30 Oy IWTavA

Figura 8.7: Fonte: Wikipedia

Assista ao video a seguir para compreender melhor o que sao as ondas sonoras e como o
som se propaga: https://www.youtube.com/watch?v=sEaOdvnqraw

0 movimento para frente e para tras de
um objeto.



https://pt.wikipedia.org/wiki/Som
https://www.youtube.com/watch?v=sEa0dvnqrnw

As ondas sonoras mais simples sao representadas por graficos de um tipo muito especifico
de funcao periddica. Em estudos avancados de Fisica e Matematica constataram que toda
onda sonora é gerada a partir de uma combinacao dessas ondas sonoras mais simples, ou
seja, de funcdes periddicas.

Podemos enxergar estas ondas? Ha um equipamento muito utilizado por profissionais da
area de elétrica e eletronica é o osciloscdpio, que permite a visualizacao de formas de on-
das eletromagnéticas. Esses dispositivos também sao capazes de “ler” sinais sonoros, aco-
plando a eles um microfone.

Faca o download em seu celular do aplicativo gratuito Oscilloscope. Ele é capaz de captar
0s sons e reproduzir 0 que seriam as suas ondas sonoras correspondentes.

Figura 8.8: O aplicativo Oscilloscope. Fonte: Os autore

a) Capture com o aplicativo sons em diferentes volumes (clicando no icone da camera no
topo a direita da tela é possivel capturar aimagem da onda sonora). Qual é a diferenca
nas ondas geradas?

b) Capture com o aplicativo sons graves e agudos. Qual a diferenca nas ondas geradas?

c) Procure gerar sons cujas ondas sonoras tenham trechos representados por um gra-
fico de funcoes periédicas como a da figura. Explore a relacao entre a amplitude e o
periodo da funcao associada a essa onda.

J
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O eletrocardiograma (ECG) é um exame médico simples, indolor e répido, levando em média
3 minutos para fazé-lo, no qual os impulsos elétricos do coracao sdo amplificados e regis-
trados. Em geral, um paciente faz um ECG quando ha suspeita de doenca cardiaca, mas ele
também costuma ser feito como parte de exames fisicos de rotina para pessoas de meia-
idade e idosas, mesmo que elas ndo tenham nenhuma evidéncia de doenca cardiaca.

Para realizar o ECG, um examinador coloca eletrodos (sensores redondos e pequenas que
aderem a pele) nos bracos, pernas e térax da pessoa. Esses eletrodos medem a magnitude
e a direcdo das correntes elétricas no coracao durante cada batimento cardiaco. Os ele-
trodos sdo ligados por cabos a uma maquina que produz um registro (tracado) para cada
eletrodo. Cada traco mostra a atividade elétrica do coracdo a partir de angulos diferentes.
No ECG sao produzidos esses tracos.

A figura a seguir ilustra as ondas associadas as atividades elétricas do coracdo. O ba-
timento cardiaco comeca com um impulso que ativa as camaras superiores do coracao
(&trios). A onda P representa a ativacao dos atrios. Em seguida, a corrente elétrica flui
para as camaras inferiores do coracdo (ventriculos). O trecho QRS representa a ativacao
dos ventriculos. A corrente elétrica, em seguida, espalha-se para trés, ao longo dos ven-
triculos no sentido oposto. Esta atividade € chamada onda de recuperacdo, representada
pelaondaT.

Batimento cardiaco normal

Batimento cardiaco acelerado

as Al ]

Onda P Complexo QRS

o

Batimento cardiaco lento

s s sy

Batimento cardiaco irregular

Alivacio dos Ativacao dos Onda de #‘-‘K‘\MJ{LJ/’L

atrios ventriculos recuperagao

Figura 8.9: Fonte: Manual MSD

Como a mecanica do coracao se repete constantemente, a sistematizacao dessas ondas
gera uma onda continua que é impressa ao longo do exame. Em geral, esta onda é repre-
sentada pelo grafico de uma funcao periédica. Quando isto nao ocorre, tem-se um indicio
de arritmia cardiaca, ou seja, um batimento cardiaco irregular. Mesmo que a onda impressa
seja representada por uma funcao periddica, nem sempre o coracao do paciente estara sa-
dio: o batimento cardiaco pode estar mais acelerado ou mais lento do que o normal para
uma situacao de repouso, o fica visivel através do periodo da funcao periddica associada
ser muito baixo ou muito alto, comparado ao de um batimento cardiaco normal (vide figura

8.9).
g J



https://www.msdmanuals.com/pt/casa/dist%C3%BArbios-do-cora%C3%A7%C3%A3o-e-dos-vasos-sangu%C3%ADneos/diagn%C3%B3stico-de-dist%C3%BArbios-do-cora%C3%A7%C3%A3o-e-dos-vasos-sangu%C3%ADneos/eletrocardiograma

= Euss\nlnl O RADIANDO

Cobrindo circunferéncias com seus raios Atividade 1
.

Vamos propor agora uma atividade para vocé fazer com os seus colegas na sala de aula. Se
organizem em duplas ou grupos e sigam 0s passos a seguir:

1. Providencie objetos redondos que vocé possa levar para a sala de aula (rodinhas de carri-
nho de brinquedo, copos, garrafas, tampas de potes e panela, etc);

2. Use esses objetos para desenhar circunferéncias numa folha suficientemente grande,
contornando-as com um Llapis;

3. Determine o centro dessas circunferéncias. Para isso, tome trés pontos sobre a circunfe-
réncia e trace as mediatrizes de dois segmentos distintos com extremidades nesses pon-
tos. 0 encontro entre essas mediatrizes é o centro da circunferéncia;

4. Meca o raio dessas circunferéncias;

5. Para cada uma das circunferéncias, corte um pedaco de barbante que tenha essa medida
e ajuste-o sobre a circunferéncia, colando-o no papel.

S

a) Qual o nome do objeto geométrico equivalente a parte das circunferéncias coberta pelo
barbante?

b) A partir de cada extremidade dos pedacos de barbante colados sobre cada circunferén-
cia, trace dois segmentos que unam as extremidades dos barbantes ao centro de cada
circunferéncia. Meca os angulos centrais que ficam assim determinados em cada cir-
cunferéncia. Qual a medida do angulo central encontrada em cada uma delas?

c¢) Compare a sua resposta do item c) com as de outras duplas ou grupos de sua turma. Ha
algo que vocé consegue notar nos valores obtidos?

d) Quantas vezes o raio da circunferéncia cabe no comprimento da mesma?
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e)

E possivel cobrir toda a circunferéncia com uma quantidade inteira de segmentos com
medida igual a do seu raio? Se sim, diga quantos segmentos sdo necessarios; se nao,
estime o valor da fracao do raio do circulo correspondente ao pedacinho que ficou des-
coberto.

Angulos e Arcos de Circunferéncia no GeoGebra

.

Abra o GeoGebra e crie um controle deslizante a variando de 0 a 10. Crie o ponto A e construa
uma circunferéncia de centro A com raio a. Tome um ponto B sobre a circunferéncia e cons-
trua o segmento AB, cujo comprimento ficara registrado na janela da algebra. Agora, crie um
ponto C sobre a circunferéncia e construa o (menor) arco circular de centro A e extremidades
C e B, cujo comprimento ficard indicado na Janela da Algebra.

a)

b)

d)

e)
f)

Usando o GeoGebra, determine a razao k entre o comprimento do arco BC e o raio da
circunferéncia. Movimente o controle deslizante do parametro a. O que vocé observa
em relacao ao valor de £7?

Altere a medida do comprimento do arco BC movendo o ponto C ao longo da circunfe-
réncia. Qual o intervalo de variacao da razao k?

Movimente C de forma que o comprimento do arco BC fique igual ao comprimento do
raio da circunferéncia. Qual o valor da razao k nesse caso? Movimente o controle desli-
zante novamente e registre o que vocé observa.

Construa e meca o angulo central BAC e modifique a unidade de medida para “radianos”.
Movimente o ponto C' sobre a circunferéncia. O que vocé pode observar em relacdo ao
valor de k e a medida do angulo central da circunferéncia em radianos?

Movimente o controle deslizante a e observe o valor da razao k.

Reproduza a atividade, agora com uma circunferéncia que tenha um raio fixo e igual a 1.
Comente como ficam os valores de k e do angulo BAC.




msElSINP4s\nlul O RADIANO

Na atividade Cobrindo circunferéncias com seus raios, vocé pdde observar que, mesmo que
variemos o raio da circunferéncia, o angulo central (com vértice no centro da circunferéncia)
determinado por um arco da circunferéncia que tem comprimento igual a medida do raio é o
mesmo. Além disso, também foi possivel verificar que cabem sobre a linha da circunferéncia
6 “pedacos” inteiros de barbante com o comprimento igual ao raio da circunferéncia, faltando
um arco cujo comprimento € menor que o comprimento do raio da circunferéncia em questao.

Na segunda atividade - Angulos e Arcos de Circunferéncia no GeoGebra - vocé pdde observar
que a razao entre o comprimento de um arco qualquer na circunferéncia e o seu raio varia entre
0 e valores menares que 6,3 - ou seja, isso indica que o raio da circunferéncia “cabe” sobre o seu
contorno pouco mais de 6 vezes inteiras. Mas exatamente, quantas vezes serd que o raio de
uma circunferéncia cabe sobre o seu contorno?

Para determinar esse valor, vamos nos lembrar que, no Ensino Fundamental, vocé aprendeu
que o comprimento C de uma circunferéncia de raio r é C' = 27r. A operacao que nos permite
verificar quantas vezes uma grandeza “cabe” em outra de mesma natureza é a divisdo; entdo,
como queremos verificar quantas vezes o raio cabe na circunferéncia, vamos dividir o compri-
mento da circunferéncia pelo raio. Temos entao:

27r

— = 27.
r

Isso quer dizer que o raio de uma circunferéncia cabe sobre o seu contorno 27 vezes - o que é
coerente com o que encontramos na atividade Angulos e Arcos de Circunferéncia no GeoGebra
ou ainda na atividade Cobrindo circunferéncias com seus raios. Tomando para o valor aproxi-
mado de 3,14 (lembrando que esse é uma aproximacao, na verdade,w € um ndmero irracional!),
encontramos 2 - = 2-3,14 = 6,28, ou seja, pouco menos do que 6, 3. E observe: esse resultado
nao depende do raio da circunferéncia!

0 que estamos fazendo aqui é uma acdo de medir arcos de circunferéncias (e seus respectivos
angulos centrais), mas usando o raio da circunferéncia como unidade de medida e nao os ja
conhecidos graus, que remetem ao angulo central da circunferéncia que determina o arco que
desejamos medir. A unidade de medida de arcos provenientes dessa acao é o radiano. Escre-
vemos rad para denotar esta nova unidade medida. Entdo, o radiano é uma unidade de medida
de arcos tal que 2rrad é a medida do arco que cobre completamente a circunferéncia, sem
sobreposicfes. Assim sendo, podemos estabelecer uma correspondéncia entre a nossa ja co-
nhecida unidade de medida de arcos em graus e a nova unidade radianos: como o arco de uma
volta inteira mede, em graus, 360°, entdo podemos escrever gue:

360° = 27w rad

Dividindo os dois lados daigualdade por 2, teremos de forma mais simplificada que 180° = #rad.
Podemos usar essa relacao para poder ler a medida de qualquer arco em graus ou em radianos,
convertendo de uma a outra sempre que necessario. Em particular, a medida em graus de um
arco cujo comprimento é de 1rad (um arco cujo comprimento é exatamente 1 raio) pode ser
determinada dividindo-se ambos os termos na igualdade acima por 7

180° = wrad .- 1807 = z]rad colrad = 1807
T T T
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E interessante observar que, ao tratar dessas duas unidades de medida, estamos perce-

bendo duas caracteristicas importantes do

arco: a medida do angulo central que o de-

termina sobre a circunferéncia e a quantidade de vezes que o raio da circunferéncia cabe
sobre aquele arco. Quando desejamos nos remeter a medida do arco correspondente ao

angulo central, a medida em graus é a mais

esclarecedora; por outro lado, quando dese-

jamos indicar quantos raios cabem no comprimento do arco, entdo a medida em radianos
€ a mais adequada. E note que podemos facilmente transitar de uma a outra a partir do

uso da relacdo 180° = wrad.

Para podermos ter uma boa ideia do que estamos tratando, vamos considerar dois relégios ana-
légicos: o relégio de Meca, dito o maior do mundo, que tem 4 faces com 43 metros de didametro
em cada face e um relégio de pulso comum, que tem em torno de 3 cm de didmetro.

Figura 8.10: Fonte: Gigantes do Mundo

Figura 8.11: Fonte: Mercado Livre

Vamos considerar que os dois relégios estao marcando corretamente as horas, sem atrasar
nem adiantar, e que ambos estejam marcando exatamente 3 h - ou seja, o ponteiro pequeno
aponta para o numero 3 e o ponteiro grande para o nimero 12. Vamos observar os arcos de-
terminados nos dois relégios pelas semirretas que tém origem no centro dos relégios e que

passam pelo 12 e pelo 3, respectivamente.

Figura 8.12: Disponivel em: https:

//www .geogebra.org/m/gTMSvJITB


https://gigantesdomundo.blogspot.com/2012/11/o-maior-relogio-do-mundo.html
https://produto.mercadolivre.com.br/MLB-1160291326-relogio-pulso-personalizado-com-foto-imagem-logo-promoco-_JM
https://www.geogebra.org/m/gTMSvJTB

Nos dois relégios, a medida do arco de extremidades C' e F tem a medida de 90° - essa é a
medida angular desse arco, pois remete a medida do angulo central de vértice D que mede
também 90°. Por outro lado, evidentemente, a medida do comprimento do arco de extremida-
des C e E é diferente nos dois relégios: no relégio de pulso, de didmetro 3 cm (e raio 1,5 cm), o
comprimento desse arco serd de C' = (27?% = %w cm, ou seja, aproximadamente 2,35 cm . Por
outro lado, no relégio de Meca com 43 m de diametro, temos 21,5 m = 2150 cm de raio e entao

o arco C'F terd comprimento

~2.7-2.150

¢ 4

= 1.0757 = 3375,5 cm.
Porém, a medida em radianos do arco CE em ambos os reldgios serd a mesma! Lembre-se:
medir umarco em radianos significa que queremos saber quantas vezes o raio da circunferéncia

cabe naquele arco. No relégio de pulso, a medida em radianos de CE sera o quociente entre a
3
s
medida do seu comprimento pelo raio da circunferéncia, isto é, fB = 5 rad, enquanto que no
1.075 ’ )
T T rad Repare que, segundo a regra de conversao 108° = mrad,

2.150 2
estabelecida entre graus e radianos dividindo ambos os lados da igualdade por 2, obtemos

90° = T rad. Em particular, arcos correspondendo a angulos retos medem Z rad.
2 2

relégio de Meca sera
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Medindo angulos centrais em nosso planeta Atividade S
(

Um dos resultados mais fascinantes que ja existiram na Histéria da Matematica é decorrente
do experimento realizado pelo matematico e astrénomo grego Eratéstenes. Estudando o com-
portamento das sombras de varetas nas cidades Alexandria e Syene (Assua, nos dias atuais)
ao meio dia, ele ndo sé conseguiu perceber que a superficie da Terra ndo era plana como con-
seguiu calcular, com uma precisao surpreendente, o comprimento de uma volta completa ao
redor da Terra!

Eratostenes sabia que a distancia entre as cidades de Alexandria e Syene era aproximada-
mente igual a 800 km. Percebeu também que ao meio dia, o sol estava a pino em Syene de
forma que nesse horério, podia-se ver o sol completamente refletido no interior do poco. Além
disso, as 12 h, nenhuma sombra era formada pelas colunas daquela cidade. O mesmo ndo
ocorria em Alexandria: ao meio dia, uma vareta colocada de pé no chdo apresentava uma
sombra substancial e com ela, Eratéstenes conseguiu provar que o arco sobre a superficie da
Terra, que compreende as cidades de Alexandria e Assud media cerca de 5z rad (7,2 graus) e
que corresponde ao angulo central Ada figura 8.13:

Adaptade do Encydopmdia Britannica, Inc.

Figura 8.13: Costa, J. R. V. Eratdstenes e a circunferéncia da Terra. Astronomia no Zénite, jul
2000.

Eratéstenes utilizou a seguinte regra de trés para calcular o comprimento de uma volta com-
pleta ao redor da Terra:


https://www.zenite.nu/eratostenes-e-a-circunferencia-da-terra/

2”—5rad — 800 km
2rrad ——— C

Resolvendo a regra de trés, obtemos C' = 40.000 km. Utilizando instrumentos tecnolégicos
muito mais avancados dos quais dispunha Eratéstenes, hoje se sabe que o comprimento de
uma volta completa na Terra é de 40.072 km, ou seja, o erro de calculo do matematico grego foi
de menos de 100 km! O video a seguir, apresenta parte de um episédio famosa série Cosmos,
e narra com mais detalhes a ideia do experimento de Eratéstenes.

Eratostenes e a circunferéncia da tefra

Figura 8.14: Acesse pelo link: https://www.youtube.com/watch?v=fu9Z7YuXLVE

Vamos utilizar o raciocinio de Eratéstenes, com o auxilio do Google Earth para medir arcos em
graus e radianos, limitados por duas cidades brasileiras! Baixe e instale no seu smartphone o
aplicativo Google Earth.

Rio de Janeiro

X Rio de Janeiro Municipio no...

a) Use a ferramenta medir para encontrar uma aproximacao para disténcia, ao longo do
globo terrestre, entre as capitais Rio de Janeiro e Belo Horizonte.
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b) Usando o fato que uma volta completa na Terra tem 40.072 km, determine a medida apro-
ximada do valor do arco (em radianos) sobre a superficie da Terra que liga as duas capi-
tais do item a).

c) Reproduza os itens a) e b) para a cidade onde vocé mora e qualquer outra cidade de sua
escolha no Brasil.




=(=Hu/=/=N[s[sll FUNCAO DE EULER
Carrinho VertiGo

(

Pesquisadores da Disney Research, em parceria com o Instituto Federal de Tecno-
logia de Zurique, demonstraram esta semana um carrinho de quatro rodas capaz
de escalar paredes e andar normalmente em superficies verticais. A primeira vista,
parece um brinquedo, mas, segundo os criadores, a tecnologia pode ampliar os li-
mites de exploracao para equipamentos robéticos. Batizado como VertiGo, o carri-
nho é “capaz de mover em uma parede rapidamente e com agilidade”, informam os
pesquisadores. Para realizar a facanha, ele possui duas hélices propulsoras mé-
veis que fornecem o impulso necessario para o inicio da escalada e, depois, man-
tém o VertiGo junto a parede.”

Fonte: Gizmodo

Neste link é possivel ver o VertiGo em acao: https://www.youtube.com/watch?v=KRYT2kYbgo4

Suponha que foi colado um pequeno selo em uma das rodas do VertiGo. O carrinho comecara
a descer em um paredao vertical bem alto, seguindo um caminho reto e paralelo ao paredao.
Ele comeca o movimento “colado” ao paredao, quando o selo esta em contato com o mesmo.
Conforme o carrinho vai descendo, o selo se movimenta conforme o giro da roda. A figura
abaixo ilustra o movimento realizado por essa roda ao descer o paredao e os pontos A;, A, e
Ajz ilustram posicdes do selo ao longo do movimento. Suponha que o raio daroda sejade 1 dm
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Figura 8.15: Fonte: Adaptado de Ekici (2010)

a) Indique a posicao do selo na circunferéncia da roda quando o VertiGo tiver descido as

seguinte distancias:

0dm,1dm,2dm,3 dm, 5 dm, 7 dm, 37 dm, 27 dm,7 dm,4 dm

b) Suponha que, do ponto de repouso do VertiGo, agora ele ird subir parte do paredao.
Usando a mesma vista lateral dada pela figura 8.15, qual serd a posicao do sela para

as mesmas medidas do item a)?

"Abracando” um circulo com uma reta

Atividade 1

.

Observe a imagem a seguir e responda as perguntas:

A reta reai.

considerada na
posigao verrical tangencia a
ciraunferéngia de raio
1 ne ponte asseciado

ao zéro da reta “abraga a circuferéincia

aszuminde a forma
circuiar ¢ byfinira

errolande-c¢ "ogfinitamene”
Zobre ¢la +m uma quatidads
irgfinita die voitas.



a) Quantos pontos da circunferéncia estarao “cobertos” pelo niimero real 17
b) A cada ponto da circunferéncia, quantos nimeros reais ficam associados?

c) Considerando o ponto A na circunferéncia sobre o qual encontra-se o ndmero real 1.
Qual o préximo numero real positivo que também estard localizado em A? E qualserdo
primeiro nimero negativo associado a A?

d) Se reproduzimos a construcdo exibida acima usando, em lugar da reta real, o intervalo
[—5, 5] em uma circunferéncia de raio 2, tangenciando esta circunferéncia no ponto 0 do
intervalo, qual serd a medida do menor arco encontrado entre os pontos da circunferén-
cia associadosa —5e5?

m]=le[=|N[P4=N[a[s} FUNGCAO DE EULER

Nas atividades Carrinho VertiGo e "Abracando” um circulo com uma reta vocé aprendeu que é
possivel associar nimeros reais a pontos de uma circunferéncia de raio 1. Considere que no
plano tem-se um sistema de coordenadas cartesianas, no qual C' representa a circunferéncia
de centro na origem e raio 1. Repare que A = (1,0) € C! pois esse ponto tem distancia 1 para
a origem. A Funcdo de Euler, que sera denotada pela letra E, & uma ferramenta matematica
que permite corresponder formalmente qualquer ndmero real a um ponto de C!. Definimos
E : R — C', da seguinte maneira: dado qualquer nimero real t > 0, construiremos um arco
de comprimento |t| na circunferéncia C', com uma de suas extremidades no ponto A e a ou-
tra extremidade num ponto E(t) percorrendo C'! no sentido contréario aos ponteiros do relégio
(anti-horario). Se t < 0 fazemos o mesmo procedimento, porém percorrendo a circunferéncia
em sentido horario. Finalmente, se t = 0, definimos E(0) = A.

Figura 8.17: E(t) para t<0

Figura 8.16: E(t) parat > 0

Repare que eventualmente, o valor de |t| pode ser maior que a medida do comprimento da
circunferéncia C! . Se isto ocorrer, o arco de extremidades A e E(t) sera construido de forma
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que se percorrerd a linha da circunferéncia dando mais que uma volta em torno da origem do
plano cartesiano: por exemplo, se t = —4x, entdo, como C! tem comprimento 27 - 1 = 27,
E(t) serd obtido construindo um arco partindo de A e fazendo-se um percurso de | — 47| = 4w
unidades ao longo de C'! no sentido horério, o que corresponde exatamente a dar umas voltas
completas na circunferéncia, finalizando o percurso em A. Logo, E(—4n) = A. Por outro lado,
para encontrar E(77), comecamos percorrendo 7r unidades de comprimento ao longo de C*
mas agora em sentido anti-horario. O percurso termina no ponto (—1,0) pois 77 = 3 - (27) + ,
o0 que corresponde a dar 3 voltas em C! a partir de A no sentido anti-hordrio e depois percorrer
mais meia volta. Logo, E(77) = (—1,0).

A dinédmica do calculo de imagens pela Funcdo de Euler motiva a definicdo do circulo (ou ciclo)
trigonométrico que consiste essencialmente em trés ingredientes: circunferéncia de raio uni-
tario, sistema de eixos cartesianos e orientacao. Vamos falar um pouco sobre cada um deles.

Circunferéncia de raio unitario

Vimos na secao “0 radiano” que a medida de um arco em radianos indica a quantidade de vezes
que o raio da circunferéncia na qual o arco esta contido “cabe” sobre esse arco, ou seja, a medida
angular do arco é o resultado da razdo entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia
que contém esse arco. Lembre-se que a medida em radianos de um arco em uma circunferén-
cia é calculada através do quociente entre o comprimento do arco e o raio. Esse calculo fica
mais facil quando o raio mede 1 unidade, o que nos da uma equivaléncia direta entre C' o com-
primento do arco e a medida angular em radianos desse arco. Entdo, considerar arcos em uma
circunferéncia de raio unitario traz a vantagem de termos medidas de mesmo valor para as
medidas angular (relacionada ao angulo central, a abertura do arco) e linear (relacionada ao
comprimento do arco).

Sistema de eixos cartesianos

O sistema de eixos cartesianos é o sistema com um par de retas perpendiculares orientadas
e graduadas, em cuja intersecdo se localiza o ponto de coordenadas (0,0), denominado ori-
gem do sistema de eixos cartesianos. A associacao entre o sistema de eixos cartesianos e a
circunferéncia de raio unitario nos possibilitara associar coordenadas aos pontos sobre a cir-
cunferéncia.

Orientacao

A circunferéncia que representa o circulo trigonométrico é orientada, o que indica que ha um
ponto tomado como origem e uma orientacdo que atribui um sentido positivo (sentido anti-
horério) e um sentido negativo (sentido horario) para os arcos tomados sobre essa circunferén-
cia. A seguir podemos ver uma imagem que representa o circulo trigonomeétrico e seus pontos
notaveis.

110% _:: 0 rad (40 - arcoded oulrad
F

% rad (1.0 0.0 - 360" 27 rad ORIGEM DO CICLO TRIGONOMETRICO




A partir do momento em que conseguimos associar comprimentos com arcos no circulo trigo-
nomeétrico, j& podemos pensar em associar nimeros reais ao circulo trigonométrico. Um arco
de comprimento 2, por exemplo, seria um arco de 2rad — mas onde ele comeca? Onde acaba?
E o arco de —2rad, onde o marcamos?

5] CAPITULD

Determinar a origem do circulo trigonométrico como sendo o ponto (1,0) e estabelecer o sen-
tido positivo como o anti-horario e negativo como o horario torna essa missao mais simples.
Um arco de 2rad tem origem em (1, 0) e estende-se por um comprimento igual a 2 unidades no
sentido anti-horario. E o arco de —2rad? Esse arco também tem origem em (1, 0), mas estende-
se com comprimento 2, mas no sentido hordrio do circulo, pois é negativo. Na figura a seguir
Vemos esses arcos.

FUNCOES TRIGONOMETRICA

Por sua vez, o nimero zero serd associado a um "arco” que consiste em um (nico ponto, a saber,
a origem (1,0) do circulo trigonométrico.

Vamos generalizar essas ideias? Na figura a seguir, 0 angulo BOA tem medida a, em graus. A
medida do arco AB sera 555 - 2rrad. A razao ggps indica que parte da circunferéncia inteira
(de comprimento 27 pois o raio é 1) é ocupada pelo arco AB. Se « é dado em radianos, entdo a
medida do arco AB serd, da mesma forma que vimos acima, % -2mrad, ou seja, é a.

e
i

Por essa razdo é tao interessante usar a unidade radianos para medir arcos e angulos em tri-
gonometria: esta unidade é flexivel e pode ser entendida tanto como medida angular quanto
como medida linear.
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Arcos Céngruos

Agora vamos pensar em outra questdo: qual &€ o maior arco que pode ser tomado no circulo
trigonométrico? E qual € o menor? Eles existem? A resposta é nao. Basta considerarmos que
um arco pode dar um ndmero arbitrario de voltas em torno do circulo trigonométrico, gerando
o que chamamos de arcos cbngruos, ou seja, arcos que tém a mesma origem e a mesma extre-
midade, mas que diferem pelo nimero de voltas inteiras dadas no circulo trigonomeétrico.

Considere, como exemplo, um arco AB de medida g rad, por exemplo, e outro arco AC de me-

dida 13 rad. Como,

6 6 6 ¢ ™

entao temos que o arco AC tem a mesma extremidade do arco AB, ou seja, os pontos B e C sao
coincidentes. Geometricamente, o arco orientado AC é construido tracando o arco AB e em
seguida, a partir de B, se d4d uma volta completa no circulo no sentido positivo, de forma que
C coincida com o ponto B. Arcos que tém esta caracteristica sdo aqueles que chamamos de
arcos congruos. Outros arcos congruos ao arco AB seriam 25” rad (2 voltas inteiras e mais 15

de volta, no sentido p05|t|vo 11” rad (55 de volta no sentido negatwo) ou ainda — 22” rad (uma

volta inteira e mais 75 de volta no sent|do negativo), entre infinitas outras possibilidades.

Paraumarco AB medlndo xrad, a expressdo geral da medida de um arco céngruo a AB, é dada
por, z + 2km onde k é um nUmero inteiro. Quando dois arcos de medidas x e y sao céngruos,
escrevemos ¢ = y. Entdo, segundo essa notacao, temos x = x + 2kw. Se a medida x do arco
AB for feita em graus ao invés de radianos, teremos que todos os arcos congruos a AB terdo
medida em graus dadas por x + 360° - kK com k inteiro. A menor medida z de um arco cdngruo
a AB (em graus ou radianos) positivo, serd chamada de menor determinacdo positiva do arco
AB (ou primeira determinacdo positiva).

=Enws ==l FUNGCAO DE EULER
Circulo trigonométrico no GeoGebra

.

Abra uma tela nova no GeoGebra e exiba os eixos coordenados. Construa os pontos A(0,0) e
B(1,0) e construa o circulo de centro A que passa por B.

a) Qual o raio dessa circunferéncia?

b) Quais os pontos de intersecdo entre a circunferéncia e os eixos coordenados? Quanto
mede cada um dos arcos compreendidos entre esses pontos?

c) Os pontos que se localizam na circunferéncia cujas coordenadas sao positivas sao pon-
tos que estao no 1° quadrante. Faca uma figura indicando onde estao esses pontos. Da
mesma forma, indique onde se localizam os que estdo no 2° quadrante (abscissa nega-
tiva e ordenada positiva), no 3° quadrante (coordenadas negativas) e no 4° quadrante
(abscissa positiva e ordenada negativa).



d) Considere a reta real “enrolada” na circunferéncia conforme vimos no exercicio anterior,
com a mesma unidade dos eixos coordenados. Em que quadrante fica o ndmero real 17
E o nimero real —1? € o nimero real 7? E o niimero real v/2?
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e) Marque um ponto C sobre a circunferéncia de forma que o angulo BAC meca 60°. Que
ndmero real estd associado ao ponto C?
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Quantas voltas tem o arco e qual é o seu quadrante? Atividade 13

.

Considerando os quadrantes no circulo trigonométrico, indique em qual quadrante se loca-
liza a extremidade de cada arco indicado a seguir. Informe também qual o ndmero de voltas
completas em torno do circulo é possivel se dar com cada um desses arcos.

a) 8,5rad

b) —1,37rad
V2

C) ? rad

d) —0,03rad
3
e) 175 rad

f) —20,42rad

Marcando angulos no cirulo trigonométrico Atividade 14

.

Dé a menor determinacao positiva dos arcos a seguir e indique sua expressao geral dos arcos.

a) 1047°
b) 3277 rad
c) 247rad
d) 247°
e) 247rrad

f) —1032rad







(S Eu/SE\nEl SENO E COSSENO DE UM NUMERO REAL

Retornando a Roda Gigante Rio Star
r

Na atividade Rio Star vocé analisou alguns aspectos da funcdo i = h(t) que descrevia a altura
da cabine da roda gigante em funcd@o do tempo. Aqui completaremos essa analise.

a) Use a figura a seguir e os conceitos de cosseno (ou seno) para determinar a altura da
cabine em relacao ao chao, em funcao do angulo formado entre um segmento vertical
gue une o centro da roda gigante ao solo e 0 segmento de reta que une o centro a cabine;

b) gora, encontre uma funcdo que relacione o angulo da questao anterior com o tempo,
usando os valores determinados na atividade Rio Star;

c) Finalmente, usando as informacdes dos itens a) e b) para encontrar uma férmula para
h(t) quando 0 < ¢t < 9.

Rcus[a}I :

h

~ R cos(a)

Figura 8.18: Fonte: Soares (2010)

Bolinha na roda da bibicleta
e

(Adaptado de Costa (2017))

Mateus gosta muito de andar de bicicleta e para enfeitar suas rodas, costuma prender bo-
linhas de ténis nelas (vide figura). Suponha que ele virou a bicicleta de cabeca para baixo,
prendeu a bolinha e comecou a girar a roda. Na figura a seguir, aimagem a direita ilustra uma
representacao da roda destacando eixos coordenados e angulos em graus.
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Aroda da direita tem um transferidor de volta inteira sobreposto a sua imagem, de forma que
é possivel verificar a medida do angulo entre o eixo horizontal e o raio da roda que passa pela
bolinha.

Considere que r é o raio da roda, c é o comprimento do segmento horizontal azul (distancia
da bolinha amarela ao eixo y) e s é o comprimento do segmento vertical vermelho (disténcia
da bolinha amarela ao eixo z). A razao ~indicaa distancia horizontal relativa entre a bolinha
amarela e o eixo y, assim como a razdo * indica a distancia vertical relativa entre a bolinha
amarela e o eixo x. Por exemplo, se a roda tem raio de 30 cm e a bolinha estiver localizada
a 27 cm do eixo vertical, entdo * é g—g, , %. Dessa forma, para quaisquer outras rodas
de bicicleta com outros raios, quando o angulo entre o eixo horizontal e o raio que passa pela
bolinha amarela for o mesmo em que é nessa situacao, estamos aptos a determinar essa dis-
tancia, fundamentados na semelhanca de triangulos: em uma roda com 20 cm de raio, essa
distancia seria 90 de 20, ou seja, 18 cm. Da mesma forma se d& para a distancia relativa verti-
cal. Observe ainda que essa “distancia relativa” pode ser ainda negativa ou positiva, de acordo

10
com a orientacao dos eixos coordenados.

ou seja

Por exemplo, na figura ao lado, tanto ¢ quanto s valem 5, mas
estao no sentido negativo de seus respectivos eixos, por-

tanto, ao calcularmos as distancias relativas teremos f =
s — =5 _ =1

r 10 — 2"
Nas tabelas a seguir, temos algumas possiveis posicoes para
a bolinha e os angulos associados a elas, medidos em graus.
Para completar essa tabela, vocé precisara informar, a cada
angulo dado:

B A medida do arco, em radianos, associado ao angulo dado;

B Arazao ﬁ e o seu sinal, de acordo com a orientacao no eixo z;

B Arazao f, e o seu sinal, de acordo com a orientacdo no eixo y.



Vamos 1&?
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Angulo
(grau)

Arco
(radiano)
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Angulo

165°
(grau)

Arco
(radiano)

Angulo

195° 255°
(grau)

Arco
(radiano)

Angulo
(grau)

285° 300° 330° 345° 360°

Arco
(radiano)
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m eSS\ nul SEND E COSSENO DE UM NUMERO REAL

Na atividade Bolinha na roda da bicicleta temos, a cada instante, um triangulo, confome a figura
a seguir:

=1 T

Ainda na atividade anterior, vocé mediu os comprimentos dos segmentos azul e vermelho. O
arco verde representa a trajetéria da bola amarela. Considerando que as razdes 7 e 7 nos re-
tornam proporcdes que nos permitem considerar comprimentos em um circulo de raio unitario,
o0 arco verde, medido em radianos, é determinado pelo angulo, medido em graus, referente ao
vértice desse triangulo que esta sobre a origem do plano cartesiano.

A roda pode girar indefinidamente; assim, o arco verde pode atingir qualquer nimero real na
circunferéncia orientada, assumindo-se valores positivos para quando a roda girar no sentido
anti-horario e negativos quando ela girar no sentindo horario. Dessa forma, podemos associar
a qualquer nimero real uma projecdo horizontal (segmento azul) e uma projecao vertical (seg-
mento vermelho). Considerando ainda o triangulo da figura anterior, temos que 0s segmentos
azul e vermelho sdo, respectivamente, o cosseno e o seno desse angulo (que estd medido em
radianos, pelo comprimento do arco verde). Assim, se t é o comprimento do arco verde, temos
que o comprimento do segmento azul e vermelho sdo, respectivamente cos(t) e sen(t). Mais do
que isso, observe que o segmento azul, a distancia horizontal, equivale a abscissa da extremi-
dade do arco verde, assim como o segmento vermelho corresponde a ordenada da extremidade
desse mesmo arco.

Quando nos referimos aos segmentos azul e vermelho, a palavra medir é um abuso de lingua-
gem. O que estamos de fato verificando sao as coordenadas x e y do ponto representado pela
bolinha amarela no plano cartesiano, que serao dadas respectivamente por cos(t) e sen(t). Em
outras palavras, cos(t) e sen(t) sao as coordenadas x e y do ponto E(t), ou seja, da funcao de
Euler aplicada no nimero real t.

Vamos ver agora o comportamento das funcées que associam comprimentos de arcos em um
circulo trigonomeétrico com as coordenadas do ponto localizado na extremidade desse arco: as
funcbes cosseno (associa o comprimento do arco com a abscissa de sua extremidade) e seno
(associa o comprimento do arco com a ordenada de sua extremidade).



EXPLORANDO FUNI:IEIES SENO E COSSENO
Seno e cosseno no GeoGebra

-

Abra uma tela no GeoGebra (versao smartphone Classic ou versdo computador Classic). Siga
0s passos orientados a seguir.

a) Construa os pontos A(0,0) e B(1,0) e a circunferéncia de centro A que passa por B.
b) Tome um ponto C qualquer (ponto em objeto) na circunferéncia.

c) Trace as perpendiculares por C' a Ox e a Oy, que encontrardo os eixos respectivamente
nos pontos D e E (automaticamente denominados pelo GeoGebra).

d) Construa os segmentos AD e AE --- o GeoGebra os nomeara automaticamente por h e
1.

e) Construa o arco circular de centro A e extremidades B e C, nessa ordem. O GeoGebra o
denominara como d.

f) Construa os pontos F = (d,z(C)) e G = (d,y(C)).
g) Movimente o ponto C e observe o caminho percorrido por F e por G.
h) Habilite o rastro de F' e G e movimente C.

i) Descreva o caminho percorrido por F e G.

Obs.: a construcdo descrita esta disponivel no link https://www.geogebra.org/m/ze5k6ur9.
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A Funcao Cosseno

Vimos anteriormente que podemos calcular o cosseno de qualquer nimero real. A funcao cos-
seno, definida por f : R — R, f(z) = cos(x) é a funcdo que associa a cada ndmero real x
localizado sobre o circulo trigonométrico a abscissa da extremidade do arco que tem compri-
mento |x| e origem no ponto (1,0), percorrido no sentido anti-horario, se = > 0 e percorrido no
sentido horario, se x < 0. A seguir estao ilustradas a representacao do arco e do seu cosseno
no circulo trigonomeétrico para diversos arcos, bem como o ponto da funcao cosseno, no plano
cartesiano, associado a esse arco.

Cormprmento 00
Aren 0

1

o ETa A 00




Obs.: As imagens anteriores foram geradas com o ambiente GeoGebra. A construcao esta dis-
ponivel em https://www.geogebra.org/classic/qks6uzqv. A Ultima imagem apresenta o
conjunto de todos os possiveis pontos obtidos no plano cartesiano para a primeira volta no
circulo trigonométrico (no sentido anti-horario).

Conforme podemos observar, o conjunto imagem dessa funcao é formado por todos os valores
possiveis que o cosseno pode assumir. Relembrando a atividade da bolinha na bicicleta, perce-
bemos que o cosseno é a abscissa do ponto do plano cartesiano associado a bolinha amarela.
Como a circunferéncia tem raio 1, essa projecao assume todos os valores entre —1 e 1, portanto
o conjunto imagemde f é Im(f) = [—1, 1].

Periodicidade da Funcao Cosseno

Voltando a atividade da bolinha na roda, se essa bolinha descreveu um arco de comprimento
la|, ela estd em uma determinada posicdo. Se, apds isso, ela percorrer mais um arco de com-
primento 2w, a bolinha estard novamente na mesma posicdo. Isso significa que cos(xz) =
cos(z + 2m). Observe que isso é verdadeiro para qualquer valor de X, o que indica que essa
e uma funcao periddica. Mas qual sera o seu periodo? Ja temos que 27 &€ um candidato a pe-
riodo, mas serd que ele é mesmo um periodo? Serd que existe p < 2w tal que cos(z) = cos(x + p)
para qualquer valor de x?

Para verificarmos isso, vamos tomar inicialmente z = g Nesse caso, se considerarmos

o circulo trigonométrico no plano cartesiano, a bolinha estaria na posicdo (0,1) e, portanto,
cos(x) = 0. Estamos procurando um valor p < 27 tal que cos(5 + p) = 0.

zh

|

|

Olhando novamente para o circulo, vemos que, antes de dar uma volta completa, o préximo

arco cujo cosseno é 0 é o arco de comprimento 37” Assim, temos

cos (W> = coS <37r> = COoS (7r + 7r>
2) 2 ) 2

Comonointervalo aberto (g, 37”) nao ha outro arco cujo cosseno seja nulo, temos que T é Nosso
Gltimo candidato a periodo. Se mostrarmos que ele ndo pode ser um periodo, teremos que 27
sera o menor valor para o qual ocorrem as primeiras repeticoes, ou seja, que 27 é o periodo

dessa funcao.

Considere entao x = 0; assim, temos que cos(0) = 1, mas cos(0 + 7) = cos(w) = —1, ou seja, ™
nao satisfaz a condicdo de periodo. Isso significa que a funcao f(x) = cos(z) é periédica com
periodo 2.
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Grafico da funcao cosseno

Vimos anteriormente que o grafico de uma funcao periédica pode ser obtido pela repeticao de
copias de uma fatia do grafico dessa funcao de largura igual ao periodo dessa funcao. Acaba-
mos de ver também que a funcao f(z) = cos(x) é periddica, de periodo igual a 27. Entao, para
construir o grafico dessa funcao, basta que analisemos o comportamento dela num intervalo
do tipo (x,z + 27) e repetir o grafico encontrado, unindo-os. Dessa forma, obtemos a seguinte

curva:

/ Y
’ /761'-2 ~zm -;m-‘?\

Observando o grafico e as caracteristicas dess funcao, podemos destacar algumas proprieda-

des:

Dominio: D(f) =R
Contradominio: CD(f) =R

Imagem: Im(f) = [—1,1]

Periodo: p = 27

=11

Amplitude: =1



A Funcao Seno

Vimos anteriormente que podemos calcular o cosseno de qualquer nimero real. A funcdo seno,
definida por f : R — R, definida por f(x) = sen(x), é a funcao que associa a cada nimero real x
localizado sobre o circulo trigonométrico a ordenada da extremidade do arco de comprimento
|z| e origem no ponto (1, 0), percorrido no sentido anti-horario, se x > 0 e percorrido no sentido
horario, se x < 0. A seguir estao ilustradas a representacao do arco e do seu seno no circulo
trigonométrico para diversos arcos, bem como o ponto da funcao seno, no plano cartesiano,
associado a esse arco.

Comprmie da

Az )
|

Biimmeaas

|

|
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| oo 181

a |
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Obs.: As imagens anteriores também foram geradas com o ambiente GeoGebra. A construcdo
esta disponivel em https://www.geogebra.org/classic/nxmxxhqd (onde é possivel se dese-
nhar simultaneamente o grafico do seno e do cosseno). A dltima imagem apresenta o conjunto
de todos os possiveis pontos obtidos no plano cartesiano para a primeira volta no circulo tri-
gonomeétrico (no sentido anti-horario).
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Conforme podemos observar, o conjunto imagem dessa funcdo é formado por todos os valores
possiveis que o seno pode assumir. Relembrando a atividade da bolinha na bicicleta, percebe-
mos que o seno é a ordenada do ponto do plano cartesiano associado a bolinha amarela. Como
a circunferéncia tem raio 1, essa projecao assume todos os valores entre —1 e 1, portanto o
conjunto imagem de f é Im(f) = [-1,1].

Periodicidade

Vamos retomar a atividade da bolinha na roda e lembrar que uma bolinha que tenha percorrido
dois arcos de comprimentos z e x + 27 estao no mesmo lugar. Ja sabemos, a partir dai, que
sen(x) = sen(x+27). Isso jé nos da que a funcao seno é periédica e que 27 é um bom candidato a
periodo. Mas novamente precisamos verificar se esse € o menor valor a partirdo qual seiniciam
as repeticGes. Considere inicialmente um arco de comprimento z = 7. Fazendo a projecao no
eixo vertical do segmento de reta que une o centro da circunferéncia e a bolinha que descreveu
esse arco, temos que essa projecao assume o valor 1 e, portanto, sen(5) = 1.

Quando, a partir do arco 7 , se descreve uma volta completa, ou seja, um arco de comprimento
total 5 +2m = 57” a projecdo nao assume mais o valor 1 — aimagem chega até —1, o que ocorre
quando o arco atinge 37“ Isso mostra que2mé o menor valor positivo de p tal que sen(z) =
sen(x + p) ; portanto, assim como na funcao cosseno, a funcdo seno também é periddica com
periodoigual a 2w

Grafico da funcao seno

Conforme verificamos com a funcao cosseno, sendo a funcao seno também uma funcao peri6-
dica de periodo igual a 27,seu grafico sera obtido pela repeticao de um trecho largura igual ao
periodo dessa funcao. Portanto, para construir o grafico dessa funcao basta que analisemos o
comportamento dela num intervalo do tipo (z, x + 2) e repetir o gréfico encontrado, unindo-os.
Dessa forma, obtemos a seguinte curva:



alr) senir)

Observando o grafico e as caracteristicas dessa funcdo, podemos destacar algumas proprieda-
des:

Dominio: D(f) =R

|

B Contradominio: CD(f) =R
B Imagem: Im(f) = [-1,1]

|

Periodo: p = 27

|—1-1]

B Amplitude: =1
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Comparando os graficos da funcao cosseno e da funcao seno

=

Comprimenta oo
Arco; 263

{263, 0.40)

{263, -0.8T)

=&

Aimagem anteriorilustra um periodo do comportamento das funcdes seno e cosseno pensadas
em um mesmo sistema de eixos coordenador, associados ao circulo trigonométrico. O percurso
descrito pelos pontos na area grafica a direita (vermelho para seno, azul para cosseno) indicam
um periodo para cada uma dessas funcdes. Como sao periédicas de periodo p = 27, as duas
curvas seguirao reproduzindo esses trechos infinitamente para a esquerda e para a direita.

Note como os gréficos de f(x) = cos(z) e g(x) = sen(x) sao parecidos! Veja na figura abaixo,
na qual os graficos das duas funcbes aparecem esbocados em um mesmo sistema de eixos

cartesianos:

RS2

Visualmente, é possivel intuir que o grafico da funcao cosseno é obtido deslocando o grafico da
funcao seno exatamente 7 unidades para a esquerda. Algebricamente, esta informacdo pode



ser traduzida através da seguinte identidade trigonomeétrica:

cos(z) = sen(x + g), vz eR
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Podemos justificar esta identidade analisando o circulo trigonométrico. Na figura abaixo, o arco
BC mede x radianos enquanto o arco BC' mede = + 7 radianos.

FUNCOES TRIGONOMETRICA

O ponto D é a projecao do ponto C sobre o eixo z, portanto, D = (cos(z),0). Jd a ponto D' é a
projecdo do ponto C’ no eixo y, portanto, D’ = (0,sen(x + %)). Denotando por a e § os angulos
CAD e ACD do triangulo retangulo ACD, como soma dos angulos internos de um triangulo
é 180° temos que a + 8 = 90°. Como o angulo CAC' é reto e CAD = q, e concluimos que
DAC" = 3, mas como DAD’ também é reto, obtemos que C’AD’ = a e AC'D’ = f3. Portanto,
os tridngulos ACD e AC'D’ séo congruentes e logo AD = AD/, isto é, cos(z) = sen(z + J),
como queriamos.

A curva dada pelo grafico da funcéo seno (e também o da funcdo cosseno!) é chamada de
sendide.
Na atividade Retornando a Rio Star, foi pedido que vocé

escrevesse a altura da cabine em funcao do tempo e vocé chegou na seguinte expressao
para a funcao que descreve a altura da cabine ao longo do intervalo de tempo 0 < ¢ < 9:

t
h(t) = 45,5 — 42,5 cos (3”)

A definicao feita para o cosseno de um ndmero real qualquer, nos permite concluir que
a formula acima pode ser usada para modelar o movimento em sua totalidade, ou seja,
paratodot > 0.
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: EXERCICIOS .

Observe a imagem do circulo trigonomeétrico exibida a seguir, onde o ponto A estd na ori-
geme B é o ponto (1,0).

—_—
a) Tome um ponto C no circulo trigonométrico de forma que o arco BAC meca 60°. Qual
a medida desse arco em radianos?

b) Trace por C uma reta paralela ao eixo y e seja C,, 0 ponto que essa reta tocar o eixo
x. Trace o triangulo CAC,,. Quanto medem os angulos desse triangulo?

¢) Quanto medem os segmentos AC, AC, e CC,?
d) Quais sdo as coordenadas do ponto C?

e) Indique mais dois arcos, um positivo e um negativo, que também tenham extremi-
dade nesse ponto.

f) Marque agora um ponto D de maneira que o arco BAD meca 30°. Qual a medida
desse arco em radianos? Repita o que fez nos itens b), ), d) e e) para o ponto D.

g) O ponto E é tal que o arco BAE mede 45°. Qual a medida desse arco em radianos?
Repita o que fez nos itens b), ¢), d) e e) para o ponto D.

Retome o circulo trigonométrico do exercicio anterior. Se P é um ponto qualquer no cir-
culo trigonomeétrico tal que o arco BAP mede . Dessa forma, as coordenadas do ponto
P sdo (cos(a), sen(«r)) Assim, quais sao os sinais das coordenadas de P quando:
a) P esta no primeiro quadrante
b) P esta no segundo quadrante
c) P estdno terceiro quadrante
d) P estdno quarto quadrante

e) Vocé observa alguma regularidade nas respostas aos itens anteriores? Discuta com
seus colegas e apresente suas ideias



a) Descreva como varia o sinal da func&o cosseno pelos quadrantes
b) Descreva como varia o sinal da funcdo seno pelos quadrantes
¢) Descreva como varia o crescimento da funcéo cosseno pelos quadrantes

d) Descreva como varia o crescimento da funcéo seno pelos quadrantes

Considere dois arcos no circulo trigonométrico: um com 180 radianos e outro com |b| #
1 graus. Localize esses arcos no circulo trigonométrico e usando transferidor e régua,
obtenha um valor aproximado para o valor de seus senos. Utilize o GeoGebra para obter
uma “prova real” das suas conclusdes.

e Ys= ===k d IDENTIDRDE FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA

Observe a figura abaixo, onde x € um nuimero real representado no 1° quadrante pelo ponto P.

-

—-\\ P (cos(x), sen(x)

O ponto P é a imagem de z pela funcdo de Euler, logo, P = (cos(z),sen(z)). Como P estd no

primeiro quadrante, as suas coordenadas sao positivas. O angulo OCPé reto, logo, o triangulo
OPC éretangulo. Pelo Tearema de Pitéagoras, aplicado no triangulo OPC, temos:

OP? = PC? + OC?

Como o raio é unitario, temos que OP = 1. As medidas PC e OC correspondem exatamente as
coordenadas do ponto P, portanto:

sen?(z) + cos?(z) = 1, (8.1)

onde sen?(z) é o quadrado de sen(z) e cos?(x) representa o quadrado de cos(z).

Aigualdade 8.1 na verdade vale para todo niimero real = e ndo apenas para nlimeros que cor-
respondem a pontos do circulo trigonométrico localizados no 1° quadrante. De fato, se o ponto
P = (cos(x),sen(x)) estiver localizado sobre um eixos, entdo uma das suas coordenadas tera
mdédulo 1 e a outra serd nula, portanto, é imediato que neste caso, sen?(x) + cos?(z) = 1.

Suponha agora que P = (cos(x),sen(z)) esteja localizado no 2° quadrante. Tracando uma reta
paralela ao eixo x passando por P, obtemos um ponto @ no 1° quadrante que é a intersecao
dela com o circulo trigonométrico. O ponto @) corresponde a posicao no circulo trigonométrico
de um numero real t. Observe que os triangulos OPC e OF (@ da figura abaixo sdo congruentes.
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Portanto, P = (cos(z),sen(x)) e Q = (cos(t),sen(t)) tem mesma ordenada e abscissas simétri-
cas, isto é:
sen(t) = sen(x) e cos(t) = — cos(x)

Dai, temos
sen?(z) + cos?(z) = sen?(t) 4 [— cos(t)]? = sen?(t) 4 cos®(t) = 1,

onde a (ltima igualdade segue do fato de que a identidade 8.1 vale para nimeros reais que
correspondem a pontos do 1° quadrante do circulo trigonométrico.

154
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Utilizando triangulos retangulos congruentes e relacionando a medida do arco x com um arco
t do primeiro quadrante de maneira similar como feita anteriormente, pode-se demonstrar
(tente fazer para arcos do 3° e 4° quadrantes) que:

sen?(z) + cos?(z) = 1, para todo z real.

A identidade anterior é conhecida como Identidade Fundamental da Trigonometria. Através
dela, pode-se determinar o valor do cosseno de um nimero real x, sabendo-se o valor de seu
seno e vice-versa. Por exemplo, se z 6 umarco do segundo quadrante tal que sen(x) = %, vamos
encontrar o valor de cos(z). Substituindo na Identidade Fundamental, obtemos:

(4)2+ )= 1 = cosd(e) =1 20 = cos(z) =
— COoS (xr) = COS (xr) = —_ — COS () = —.
5 25 25

Repare que como z esté no 2° quadrante, necessariamente cos(x) deve ser um niimero negativo.
Logo, a Gltima igualdade implica que
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Parametros na Rio Star
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' Na atividade Retornanto & Rio Star foi pedido que vocé escrevesse a altura da cabine e funcéo
do tempo e vocé chegou na seguinte expressao:

h(t) = 45,5 — 52,5 cos (%)

Essa expressao € uma funcao cosseno também, mas apresenta alguns parametros diferencia-
dos. De fato, essa expressao é a funcdo f(z) = cos(x) apds passar por uma série de transfor-
macdes graficas. Vamos ver isso um pouco melhor?

FUNCOES TRIGONOMETRICA

Exploracao de parametros da Funcao Seno
r

Abra uma tela nova no GeoGebra e siga os seguintes passos:

1. Crie controles deslizantes com nomes a, b, c e d. Para isso, basta digitar no campo Entrada:
a = 1 eEnter; b = 1 e Enter e assim por diante. 0 GeoGebra criard automaticamente os
controles deslizantes.

= e * 0
A
4
b
-8 & :ﬂ ld“[} F | 4q L] B
-4
-4
=k
-B
B & W o
O
' .
=1
-
c=1
o
- 5 (&
= ®

"nhota da diagramacao: Havia dois explorando seguidos, juntei os dois em um e coloquei "parametros na rio
star"como uma subsecdo
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2. Digite no campo Entrada a funcdo y = a x sen(bx + ¢) + d e tecle Enter.

@

3. Mova os controles deslizantes a e b para o valor 1 e os controles ¢ e d para zero. Se tiver
dificuldade, vocé pode tocar sobre o valor do controle deslizante e fazer o ajuste digitando
o valor desejado.

]



a) Movimente lentamente o controle deslizante « para a direita e para a esquerda. O que
vocé observa? Registre suas observacoes.

b) Retorne o controle deslizante a para o valor 1. Agora movimente lentamente o controle
deslizante b para a direita e para a esquerda. O que vocé observa? Registre suas obser-
vacoes.

c) Retorne o controle deslizante b para o valor 1. Agora movimente lentamente o controle
deslizante ¢ para a direita e para a esquerda. O que vocé observa? Registre suas obser-
vacoes.

d) Retorne o controle deslizante ¢ para o valor 0. Agora movimente lentamente o controle
deslizante d para a direita e para a esquerda. O que vocé observa? Registre suas obser-
vacoes.
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Generalizando a funcao cosseno, podemos escrevé-la da seguinte forma:
f(z) =a-cos(bx +¢)+d

Os parametros nessa expressao sao 0s nimeros reais indicados pelas variaveis a, b, c e d. Va-
mos ver o impacto de cada um desses parametros no grafico da funcao cosseno.

Translacées Verticais

VVamos comecar com o coeficiente d nessa expressao. Considere a expressao y = cos(z) + d.
Adicionar d unidades a uma funcao implica em deslocar essa funcao verticalmente em d unida-
des para cima, se d for positivo, ou para baixo, se d for negativo. Isso ocorre porque tomando
um mesmo z para trés funcdes y; = cos(x) + dy, yo = cos(z) + dy e y = cos(z), 0S pontos
(x,cos(x) + dy), (z,cos(x) + dy) e (z,cos(z)) estao alinhados verticalmente, variando suas po-
sicoes apenas pelos valores de d; e dy, de forma que se d; < dy entdo (x,cos(z) + d;) estard
abaixo de (z, cos(z) +ds). A seguir temos um exemplo com as funcdes y = cos(x) + 3, y = cos(z)
ey = cos(z) — 2 para as quais os valores de d sdo, respectivamente, 3,0 e —2.

Weoosl)2
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Em sintese, podemos dizer que se uma funcao é adicionada em d unidades, entao o grafico
dessa funcao sofre translacoes verticais de d unidades para cima, se d > 0, ou para baixo, se
d < 0. Nesse caso, a funcao ndo sofre variacao nem de periodo nem de amplitude; apenas o
seu conjunto imagem fica deslocado também em d unidades.

Translacbes Horizontais

Da mesma forma que o parametro d, o parametro c também gera translacdes no grafico da
funcao, porém em direcdo horizontal. Consiere a expressao y = cos(x + ¢). Vamos tomar um
mesmo y para trés funcoes: y = cos(z + ¢1), y = cos(x + ¢y) e y = cos(x), considerando ¢; < ¢y.
Os pontos assim gerados serdo (z+cq, y), (z,y) (x+c9,y). O alinhamento observado serd agora
horizontal, mas em ordem invertida — ou seja, se temos ¢l < ¢2, entao (x+c¢q, cos(x+cq)) estarad
a direita de (x + ¢y, cos(x + ¢3)).

BO=3
cos{x+3)

Observe que, no exemplo acima, as funcdes y = cos(z), y = cos(z + 1),y = cos(z +3) ey =
cos(z — 2) tém os valores do parametro c respectivamente iguaisa 0, 1, 3 e —2.

B Adistancia entre os pontos B, em y = cos(z), e D, em y = cos(x + 3) é igual a 3 unidades,
0 que mostra que y = cos(x + 3) é uma translacdo horizontal da funcao y = cos(x) em
trés unidades para a esquerda, sendo ¢ = 3,¢ > 0.

B A distancia entre os pontos B emy = cos(z) e C emy = cos(x + 1) é igual a 1 unidade,
portanto, y = cos(x 4+ 1) 6 uma translacdo horizontal da funcao y = cos(xz) em 1 unidade
para a esquerda, sendoc=1,¢>0

B Adistanciaentre os pontos Bemy = cos(z) e Eemy = cos(x—2) é de 2 unidades, portanto
y = cos(z — 2) é uma translacdo horizontal da funcdo y = cos(xz) em 2 unidades para a
direita, sendo ¢ = —2, ¢ < 0. Em sintese, quando adicionamos c unidades aos valores de
dominios de uma funcao, geramos um deslocamento horizontal para a direita, se ¢ < 0,
ou para a esquerda, se ¢ > 0. Nao ha alteracao nem de amplitude nem de periodo, nem
tampouco de conjunto imagem.



Compressoes ou expansoes verticais

Vejamos agora o impacto do parémetro a da expressdo y = a - cos(x) no grafico da funcao
y = cos(x). Vemos a seguir um exemplo em que os valores tomados para a foram w, 2 e %

Observe que para valores positivos de a, hd uma expansao ou compressao vertical:

B Ao multiplicar cada componente do grafico da funcdo y = cos(z) por 2, estamos multipli-
cando todos os valores das imagens de y = cos(z) por 2, logo, hd uma expansdo vertical
de fator 2.

B Ao multiplicar cada componente do grafico da funcao y = cos(z) por %1/2, estamos mul-
tiplicando todos os valores das imagens de y = cos(x) por % logo, ha uma contracdo
vertical de fator 2.

E se a for um nimero negativo? As situacdes observadas serao as mesmas, mas refletidas em
relacao ao eixo x. Vamos tomar, como exemplo, valores para aiguaisal, —1, —2e _71
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g:y 2 cos(x)

Observe que para valores negativos de a, também h& uma expansao ou compressao vertical:

B Ao multiplicar cada componente do grafico da funcao y = cos(z) por —1, estamos multipli-
cando todos os valores das imagens de y = cos(x) por —1, logo, ha uma reflexdo vertical
em torno do eixo x.

B Ao multiplicar cada componente do grafico da funcao y = cos(z) por —2, estamos multi-
plicando todos os valores das imagens de y = cos(z) por —2, 0 que equivale a multiplicar
por —1 e em seguida por 2. Portanto, obtemos uma reflexao em relacao ao eixo x seguida
de uma expansao vertical de fator 2.

B Ao multiplicar cada componente do grafico da funcao y = cos(z) por *71 estamos multi-
plicando todos os valores das imagens de y = cos(z) por =, o que equivale a multiplicar
por —1 e em seguida por % Portanto, obtemos uma reflexdao em relacdo ao eixo x seguida
de uma compressao vertical de fator 1.

De forma mais geral, ao tomamos a funcao, y = a - cos(z) estamos multiplicando a coordenada
y por a, o gréafico é expandido (se |a| > 1) ou contraido (se 0 < |a| < 1) na direcao vertical, além
de ser refletido em relacéo ao eixo z,se a < 0.

Note que esse fator a influéncia os valores maximos e minimos atingidos pela funcdo f(x) =
a - cos(x). Enquanto a funcao g(x) = cos(z) tem valor maximo igual a 1 e minimo igual a —1
a funcdo f(z) = a - cos(x) tem valor maximo igual a |a| e minimo igual a —|a| — o que indica
que o valor da funcao oscila num intervalo de comprimento 2|a|. Logo, multiplicar a funcao por
um numero real altera a amplitude dessa funcdo, altera o conjunto imagem da funcdo mas nao
interfere no periodo dessa funcao.



Compressoes ou expansdes horizontais

Vejamos agora o impacto do parametro b da expressao y = cos(b - x) no grafico da funcao
y = cos(x). Antes de qualquer coisa, note que se b = 0, temos que y = cos(0) = 1 e, portanto,
para esse valor, temos a funcao constante igual a 1. Desconsideremos esse caso entao, ou seja,
estamaos assumindo que b # 0
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Para valores positivos de b, teremos uma expansao ou compressdo horizontal, como ilustrado
nos seguintes exemplos:

B Seb = 2 afuncdoy = cos(2z) calculard a abscissa do ponto E(2x), onde E é a funcao
de Euler. Conforme se aumenta o valor de z, o ponto E(2x) percorrerd o circulo trigono-
métrico com o dobro da velocidade percorrida pelo ponto E(x). De fato, comecando em
x = 0, para que o ponto E(x) dé uma volta completa no circulo trigonométrico, x precisa
percorrer todo o intervalo [0, 27]. Por sua vez, o ponto E(2x) dd a mesma volta completa
bastando que x percorra o intervalo [0, 7]. Portanto o ciclo de repeticao do grafico de
y = cos(2x) se dard num intervalo menor, de comprimento igual a 7. Geometricamente,
o grafico de y = cos(2z) fica “comprimido horizontalmente” em relacao ao de y = cos(z)
(vide figura).

W Seb = 1 afuncdoy = cos(z/2) calculara a abscissa do ponto E(%), onde E é a funcao
de Euler. Conforme se aumenta o valor de x, 0 ponto E(5) percorrera o circulo trigono-
métrico com a metade da velocidade percorrida pelo ponto E(z). De fato, comecando
em z = 0, para que o ponto E(z) dé uma volta completa no circulo trigonométrico, =
precisa percorrer todo o intervalo [0, 27]. Por sua vez, o ponto E(5) da a mesma volta
completa apenas depois que = percorrer o intervalo [0, 47]. Portanto o ciclo de repeticao
do gréfico de y = cos(x/2) se dard num intervalo maior, de comprimento igual a 47. Ge-
ometricamente, o grafico de y = cos(3) fica “expandido horizontalmente” em relacao ao
de y = cos(z) (vide figura).
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De maneira geral, se b > 0, a funcao y = cos(bx) calcula a abscissa do ponto E(bx). Comecando
comz = 0eaumentando o valor de z, para que esse ponto percorra uma volta completa no sen-
tido no circulo trigonométrico, x devera percorrer o intervalo [0, %’r] Como o ciclo de repeticao
do gréfico de y = cos(bx) se dara nesse Ultimo intervalo, o periodo desta funcdo sera 27”

Se b < 0 entao, comecando com z = 0, conforme x aumenta, o ponto E(bz) percorrerd o sentido
horario do circulo trigonomeétrico e dard uma volta completa no circulo quando z percorrer todo
ointervalo [0, 2%]. Por exemplo, se b = —2, entdo quando x varia no intervalo [0, 7] entdo E(—2x)
da uma volta completa no sentido horario. Assim, 3—’2 serd o periodo de funcao y = cos(bz) neste
caso.

Esta analise nos permite concluir que, o periodo da funcdo f(z) = a-cos(b-z + ¢) + d é alterado
apenas pelo pardmetro b e seu valor serd dado por:

T
P =12—|.
27

Para a funcdo seno o comportamento serda o mesmo, visto que ela calcula a ordenada do ponto
E(bx) ao invés da abscissa.

fxl s 2 |

Observacao: Na Atividade Exploracdo de Parémetros da Funcdo Seno vocé deve ter percebido
que o grafico da funcdo y = sen(—x) é obtido pela reflexdo em torno do eixo dos x do grafico
da funcao y = sen(z). Algebricamente isso significa que para todo nimero real x tem-se:

sen(—x) = —sen(x)

. Esta dltima igualdade se justifica pelo fato do ponto E(—=x) no circulo trigonométrico asso-
ciado o nimero —z ser exatamente a reflexao, em relacao ao eixo horizontal, do ponto E(x)
correspondente ao nimero x. Dessa forma, E(—xz) e E(x) tém ordenadas opostas, isto é,
sen(—z) = —sen(z). (vide figura a seguir). Observe que a mesma figura também nos permite
deduzir a igualdade cos(—x) = cos(z).
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Colhendo Estrelas

.

Usando o link da plataforma Desmos (https://teacher.desmos.com/activitybuilder/cus
tom/566b317d4e38ele21a10ab07#preview/df77bcd1-a128-4e8b-ale6-6417acf42950), altere
os parametros da funcao seno para alterar o formato da sendide e conseguir pegar todas as
estrelas da tela.

Fox [t #2

+ 0 ‘ Lanch

Cherpeone mamidee i e o Dolow bo B e
Rlarblesirls.

?ﬂ' y= . 5in A 4 2

Figura 8.19: Fonte: Desmos — Marbleslides: Periodics
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Ouvindo Funcodes Trigonométricas Atividade 20

No "Vocé Sabia: O Som e as Ondas Sonoras", vocé foi capaz de enxergar as ondas sonoras
associadas a sons produzidos préximo ao seu aparelho celular. Nesta atividade faremos o
caminho contrario: produziremos ondas sonoras no GeoGebra e iremos ouvi-las. Acesse o
seguinte link para realizar a atividade: https://www.geogebra.org/classic/sdx68rqp

.
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As ondas sonoras que vocé ira ouvir correspondem aos graficos das seguintes funcoes:

a - sen(2mwbx + ¢)
G(z) =k -sen(2mmz +n)e
H(z) = F(z) + G(x)

Repare que a funcdo H gera uma onda que é obtida combinando as ondas associadasa F e G,
visto que H é dada pela soma de F' com GG. Movimente os controles deslizantes a, b e ¢ para
alterar o formato da onda F', os controles k, m e n para alterar o formato da onda GG e qualquer
um deles para alterar a onda H. Clique nos botdes F, G ou H para ouvir o som associado a
onda correspondente. Responda as perguntas:

a) Quais parédmetros estdo associados a intensidade do som produzido?

b) Quais pardmetros estao associados a caracteristica do som ser mais agudo ou mais
grave?

c) Ha algum parémetro que ao ser movido ndo altera nenhuma caracteristica do som?
Qual(is)?

d) Ha algum valor do paréametro b para o qual vocé ndo consegue ouvir o som emitido pela
onda F? Qual?



https://www.geogebra.org/classic/sdx68rqp

VOCE SABIA? )

Frequéncia do Som

A frequéncia do som associado a uma onda sonora é por definicao o inverso multiplicativo
do seu periodo. Na atividade anterior, a onda F tem periodo igual a % = % Portanto, a
frequéncia do som associado a onda F' éigual a b. Em Fisica, a unidade de medida utilizada

para medir a frequéncia do som é o Hertz (Hz).

0 ouvido humano é capaz de ouvir ondas sonoras entre 20 Hz a 20000 Hz. Acima disso te-
mos os ultra-sons. Os morcegos utilizam os ultra-sons para detectar objetos e animais
ao seu redor através da emissdo de ondas sonoras que ecoam de volta para ele ao atingir
obstéculos. E assim que eles se guiam no escuro.

Ultrassom

{ ’

Fo K A

Figura 8.20: Fonte: Universidade de Sao Paulo

No video abaixo, vocé pode ouvir uma onda sonora que tem amplitude constante, com
frequéncia variando de 20 Hz a 20.000 Hz. Sera que vocé ouve bem? Assista-o para des-
cobrir em quais intervalos de valor da frequéncia vocé consegue ouvir algum som:

Signal frequency: 496 Hz

Figura 8.21: Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=-bjvZDhScbs
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EXERCICIOS .

Il Elabore um quadro sintese das transformacdes graficas causadas pelos parametros a, b,
cednas funcodes f(z) = a-cos(b-x+c)+deg(x) = a-sen(b-x+c)+d. Analise a influéncia
dos parametros na imagem, no periodo e na amplitude dessas funcdes.

Esbocar o grafico das funcdes, descrevendo as transformacoes ocorridas.
a) f(x)=3cos(2z —1)
b) f(xz) = 3sen (g - 77)

COS <£If _ 1)’
2

Em cada item a seguir, determine a, b e c para que a curva dada seja o grafico de f.

o f(x) =

a) f(x) =acos(bx — c)

b) f(x) =asen



=l=I=l=F=I=[=|=3=k d PROPRIEDADES DAS FUNGCOES PERIODICAS

Funcoes periédicas apresentam algumas propriedades interessantes. Conforme alteramos al-
guns de seus parametros, podemos obter outras funcdes periddicas que podem ou ndo acar-
retar em mudanca no valor de seu periodo e de sua amplitude. Vamos estudar aqui algumas
dessas alterac@es. Se f é uma funcao periddica de periodo p, temos que:

B Sek éuma constante real, a funcdo fi(z) = f(z) + k também é periddica de periodo p.

Se A = (z, f(x)) éum ponto do grafico qualquer de f, o ponto do grafico de f; que tem abscissa
igualaxz é Ay = (z, f1(x)) = (x, f(z) + k). Sek > 0, 0o ponto A; estd k unidades acima do
ponto A. Variando x ao longo do dominio de f vemos que o grafico de f; sera obtido a partir do
grafico de f por meio de uma translacdo vertical de k unidades para cima. Se k < 0, a situacao
é parecida: o grafico de f; sera obtido a partir do grafico de f por meio de uma translacao
vertical de —k unidades para baixo. Note que translacdes sao isometrias, o que significa que
nao ha alteracoes propriamente na figura transladada, a nao ser em sua posicao em relacao
a anterior. Logo, nao havendo alteracdes no grafico inicial, a funcao assim gerada também é
naturalmente peridédica de periodo p. Algebricamente temos que se f;(x) = f(z) + k, entdo
para todo z tal que x e x + p pertencam ao dominio de f:

filz+p)=fle+p)+k=flz)+k=fi(z)

Logo, f;, obtida como uma translacao vertical de f, é uma funcao periddica.

Quais serao os valores do periodo e da amplitude de f;7? Seja p o seu periodo. Como vimos
acima, se p é o periodo de f, entdo f;(x +p) = fi(z) para todo z. Portanto, somar p aos valores
do dominio de f; ndo altera as suas imagens. Como p por definicdo € o menor valor com essa
propriedade, temos que p’ < p. Por outro lado, como f(x) = f;(z) — k, temos que

f@+p) = file+p)—k=filzr) k= [f(2),

onde a segunda igualdade vale porque p é o periodo de f;. Portanto f(z + p) = f(x), o que
significa que somar p aos valores do dominio de f nao altera suas imagens. Mas como p é o
periodo de f, devemos ter p < p/. Concluimos que p = p. Se 0 maior e o menor valor assumidos
por f sao M e m respectivamente, o maior e o menor valor assumidos por f; serao M + ke
m + k. Portanto, a amplitude de f; sera:

(M+EkE)—(m+Ek) M-m

2 2

Concluimos entdo que f; tem mesmo periodo e amplitude que f. No exemplo a seguir vemos
uma translacao de 3 unidades verticalmente para cima da funcao dente de serra:
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B Se k é uma constante real, a funcdo fy(x) = f(z + k) também é periddica de periodo p.

Observe que se D C R, os valores de x pertencentes ao dominio D da funcao f, devem ser tais
que xz + k € D, para que a expressao f(x + k) faca sentido. Assim, o maior subconjunto D' que
tem essa propriedade é D = {z € R;z + k € D}.

Se A = (z, f(z)) é um ponto do gréfico qualquer de f, o ponto do gréfico de f, que fica sobre o
nimeroz — k é

Ay =(z =k, foz) = (¢ =k, f(z =k + k) = (x — k, f(2)).

Se k > 0, o ponto A; estd k unidades a esquerda do ponto A e ambos os pontos tém mesma
altura f(x). Variando = ao longo do dominio de f vemos que o gréfico de f, sera obtido a partir
do grafico de f por meio de uma translacao horizontal de k unidades para a esquerda. Se k < 0,
a situacdo é parecida: o grafico de f, serd obtido a partir do grafico de f por meio de uma
translacao horizontal de —k unidades para a direita. Da mesma maneira que as translacoes
verticais, as horizontais também sdo isometrias, o que indica que ha apenas um deslocamento
da posicao do grafico do f, mantendo o seu formato. Assim sendo, a funcao f, assim obtida
também serd periddica de periodo p. Algebricamente, podemaos escrever que:

folx+p) = f((x+p)+ k)= f((x + k) +p) = flx+ k)= folz),

M

onde a penultima igualdade vem do fato de p ser o periodo de f. Portanto, fo(z +p) = fo(x). S
p é o periodo de f,, concluimos que p’ < p. Por outro lado, repare que f(z) = f((x — k) + k)
fa(x — k) para todo x no dominio de f. Logo:

f@+p) = folz +p) = k) = fol(z — k) +p) = folz — k) = f(2),

onde a penultimaigualdade vem do fato de p ser o periodo de f,. Logo, f(z+p) = f(z), portanto
p < p. Concluimos que p = p, demonstrando assim que fy e f tém o mesmo periodo.

Repare que como o grafico de f, é uma translacao vertical do gréfico de f, o valor maximo
assumido por fy € 0 mesmo que o assumido por f. Da mesma forma, os valores minimos de fy
e f sao os mesmos. Portanto, a amplitude de f, serd a mesma de f.

A figura a seguir mostra a funcao cujo grafico é a translacao horizontal de % para a direita do
grafico da funcdo dente de serra. Repare que como o dominio desta funcao é D = [-5,5], 0



maior conjunto D que pode ser dominio da nova funcao serd D = {x € R;z — % € D} =
[—4,5;5,5].

o O 0 0

/ s
7 B P
/ e
L / £
- é . ol A .. T / - .'
- e -3

B Seaéumndmero real ndo nulo, a funcao f3(z) = a - f(x) obtida pelo produto da funcao
f periddica de periodo p também é periddica de periodo p.

Temos:

f3(x+p)=a-flx+p)=a- f(z)= f3()

logo f5(x) é uma funcéo periddica. Se p é o periodo de f5 temos que p’ < p. Como f(z)
para todo z, temos:

f@+p) = f3($a+]3') _ fa(x) _ fx),

logo, p < p’ e concluimos que p = p/

Portanto, a funcao f3 obtida como um produto da funcao f peridédica de periodo p por um nd-

mero real a ndo nulo também é periédica de periodo p. No entanto, a amplitude dessa funcdo

é alterada por essa transformacao. De fato, suponha que M e m sao respectivamente o maior

e 0 menor valor assumido por f. Como f3(z) = a - f(z), se a > 0, 0 maior e o menor valor

assumidos por f3 serdo a - M e a - m respectivamente. Logo a amplitude de f; serdigual a
a-M—a-m (M —m)

2 T

ou seja, sera igual a amplitude de f multiplicada por a.

No caso em que a < 0, em virtude da regra de sinais, o maior valor de f; passaasera-meo
menor valor, a - M. Tome, por exemplo, uma funcao cujo valor minimo é —3 e o valor maximo é
5. Se multiplicarmos a expressao dessa funcao por —2, o valor maximo da nova funcao sera 6
e o minimo serd —10. Portanto, a amplitude de f; nesse caso sera

a-M—a-m _ (M —m)
o T

Observe que, se a > 0 ou a < 0, concluimos que a amplitude de f; serd igual a amplitude de f
multiplicada por |al.

Geometricamente, o grafico da funcéo f3 € uma compresséo (se 0 < |a| < 1)ou uma expansao
(se |a| > 1) de direcéo vertical do grafico da funcdo f, ndo alterando assim as caracteristicas
de periodicidade.

Abaixo, vemos como fica o grafico de funcao dente de serra ao multiplicarmos sua expressao
analitica por —3.
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B Sebéumndmeroreal ndo nulo, a funcao f,(z) = f(bx) também é periddica e seu periodo
é L.
[b]

Observe que se D C R, os valores de x pertencentes ao dominio D da funcao f, devem ser tais
que bx € D, para que a expressao f(bx) faca sentido. Assim, o maior subconjunto D que tem
essa propriedade é D = {z € R;bx € D}. Podemos constatar que:

Aot ir) = 1(o(e+5)) = 7 (b ) = Fow £0) = £00) = fulo).

onde a penultima igualdade decorre do fato que o valor da imagem de f ndo se altera quando
somamos ou subtraimos o valor do seu periodo. Aigualdade acima mostra que f, éuma funcao
periddica e que, se representarmos seu periodo por p, teremos p’ < |b| Decorre da igualdade
que define aimagem da funcao f, que, para todo nimero t pertencente ao dominio de f, temos

f(t) = fi(%). Assim:

seot ) = 1 (2 < 5 (G ) = a(5) = 50

onde a pendltima igualdade decorre do fato da imagem de f; ndo se alterar quando somamaos
ou subtraimos seu periodo. Como p é o perl’odo de fe f(t+p'|b|]) = f(t) para todo t em seu
dominio, concluimos que p < p'|b|, ou seja, p’ > |b| Provamos assim que p/ = ‘%.

Por outro lado, a igualdade f,(z) = f(bx) implica que os valores das imagens de f, também
sdo imagens de f. Suponha que f atinge um maximo M e um valor minimo m. Esses valores
sdo atingidos em pontos z; e x, de seu dominio, ou seja, M = f(z{) em = f(z,). Logo, temos

que
f4(xbl> = f(bg;l> = f(z1) = M,

logo a imagem de f, em %L é M. Da mesma forma,

(%) =1(2) = e =m

Logo, aamplitude de f, éamesmade f, pois as duas funcées assumem o mesmo valor maximo
e 0 mesmo valor minimo. sua amplitude nao se altera, visto nao haver alteracdes verticais na
funcao.



e ==k d SIMETRIAS, SENOS E COSSENOS

Vamos conversar sobre as relaces de simetria existentes entre valores de senos ou cossenos
de arcos. Para compreendé-las bem, precisamos estuda-las quadrante a quadrante. Conside-
remos entdo no circulo trigonométrico o ponto e B de coordenadas (cos ¢, sen «v) - 0 arco A0B
medindo a.

Simetrias entre senos e cossenos de arcos no 1° e 2° quadrantes

Se B esta no 2° quadrante, consideremos a paralela ao eixo horizontal que passa por B e en-
contra o circulo trigonométrico em E, onde F esta no 1° quadrante, sendo 8 a medida do arco
AOE.

0 O - - -0 - e - 0 3 -

Qual a relacao que existe entre a e 3, ou seja, qual a relacao que existe entre 0s arcos AOB e
AOF quando B estd no 2° quadrante?

VVamos comecar observando os arcos BOF e AOE sendo A o ponto (1,0) e F o ponto (—1,0).
Note que as coordenadas de E e B sdo (cos a, sen ) e (cos 3, sen 3) respectivamente. Mas B é
simétrico a E em relacao ao eixo vertical, entao zg = —xp ey = yg, assim, temos cos f =
— cosa esen S = sena.

. . e
Podemos escrever essa relacao de outra maneira. Sabemos que os arcos AOB e BOF sao
suplementares, logo somam 180° ou 7 rad, assim

a+p=180° = B =180°acoua+  =nrad = [ =rrad —«

Essa relacao é conhecida como reducdio de arcos do 2° quadrante para o 1° quadrante e pode
ser assim descrita: "dado um arco qualquer de medida z com § < z < m, temos senz =
sen(m — z) e cosx = —cos(m — x)"
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Simetrias entre senos e cossenos de arcos no 1° e 3° quadrantes

Considere na figura a seguir o ponto B no terceiro quadrante e a reta tracada por B passando
pela origem do sistema cartesiano, que determina E sobre o circulo trigonométrico, £ no 1°
quadrante tal que 8 é a medida do AOE. As coordenadas de E e B so B(cosa,sena) e
E(cos 3, sen ) respectivamente. Mas B é anti-simétrico a E em relacdo aos eixos coordenados,
logoxg = —x g, OU Seja, cos § = —cosq, e aindayg = —yg, 0 que implica que sen § = —sen a.

-

B

[
0
]
1
1
0
)
P
1
i
1 -
P
0
[
1
[
¥
P
"
1
1
I

Deoutraforma, podemos escrever que se E' estano 1° quadrante e B é simétricoa F emrelacao
a (0,0), entdo, sendo « é a medida do arco AOB e (3 é a medida do arco AOE:

a—f=71m <= a=n+foua—LF=180° <= a=180°+p

Portanto, dado um arco qualquer de medida z com 7 < z < 3F, temos sen(z) = —sen(r + z) e
cos(x) = — cos(m + x).



Simetrias entre senos e cossenos de arcos no 1° e 4°

No terceiro caso, consideremos B no quarto quadrante e a reta perpendicular ao eixo horizon-
tal passando por B que determina € no 1° quadrante tal que 8 é a medida do arco AOE. As
coordenadas de E e B sdo, respectivamente, (cos a, sen ) e (cos 3, sen ). Mas B é simétrico a
FE em relacao ao eixo horizontal, entdo, xg = x ou seja, cos § = cos o, e ainda yg = —yg, logo,
sen § = —sen a.

L)
[OEE PP EUE S SIS SRR T

Deoutraforma, podemos escrever que se E' estano 1° quadrante e B é simétricoa F emrelacao
=7 ey
a eixo x, entao, sendo « é a medida do arco AOB e 8 é a medida do arco AOE:

a+B=21r < a=2r—Boua+ B =360° < a=360°-7

Portanto, dado um arco qualquer de medida x com 2 < z < 2, temos sen(z) = —sen (2 — )
e cos(z) = cos(2m — x).

EXEMPLO 1 Bt \

Sintetizando o que vimos, podemos escrever a tabela abaixo:

Reducao do 2°
para %10 quadrantes senz = sen(m — x) | cosz = cos(m — x)
5 <zr<m
Reducao do 3°
para o 1° quadrantes senzx = COST =
7T<$<3§ —sen(x — ) —cos(x — )
Reducdo do 4°
para o 1° quadrantes senx = COST =
3T <r<or —sen(2m — x) —cos(2m — x)

CARITULO
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Como exemplo, vamos determinar o valor do seno e do cosseno de um arco de %” rad

Representando este arco no circulo trigonométrico, temos:

1/

—_—
O ponto A é a extremidade do arco BOA de %’T rad. Tracando a reta a paralela ao eixo =z,
encontramos o ponto C na interseccao de a com o circulo trigonométrico.

I

Como o arco BOA mede %” rad e AOD e BOC s&o congruentes, entao o arco BOC mede
grad. O ponto S é a interseccao da reta a com o eixo y e o comprimento do segmento 0Sé

0 seno dos arcos §O\C e @ Dai, temos

2
sen 120° = sen 60° = ? = sen (%) = sen <%>

Por outro lado, tracando B e D perpendiculares ao eixo x, encontramos os pontos P e @,
respectivamente, nas interseccdes dessas retas com o eixo z.




[yl ]

Os comprimentos dos segmentos OP e O() representam, respectivamente, os cossenos
Pl
dos arcos BOA e BOC, que sao simétricos. Podemos entdo escrever que

2 -1
cos <§> = —CoS (%) = c0s(120°) = — cos(60°) = 5

Vocé reparou que nao fizemos uso algum de féormula nesta resolucao? Tente, como exercicio,
usar o mesmo método de analise no ciclo trigonométrico para determinar 0s senos e cossenos
de arcos que estejam no 3° ou no 4° quadrante!
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(S Eu/SE\nsl MODELANDO FENOMENOS PERIODICOS

Prevendo a altura da cadeira na Roda Gigante

5] CAPITULD

-

Na atividade Retornando & Rio Star foi pedido que vocé escrevesse a altura da cabine em fun-
cao do tempo e vocé chegou na seguinte expressao:

t
h(t) = 45,5 — 42,5 - cos (g)

FUNCOES TRIGONOMETRICA

onde ¢ representa o tempo, em minutos, apds o inicio da observacao, quando a cabine estava
na posicao mais baixa. Baseado nela, diga em qual altura a cabine estard nos seguintes ins-
tantes:

a) 1 min e 30 seg ap6s o inicio da observacao:

b) 2 min e 15 seg ap6s o inicio da observacao;

c) 3 min apds o inicio da observacao;

d) 7 min e 30 seg apds o inicio da observacdo;

e) 12 min apés o inicio da observacao;

f) 15 min e 45 seg ap6s o inicio da observacao;

g) 21 min apés o inicio da observacao;

h) 7 min e 30 seg antes do inicio da observacao;
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Plote no GeoGebra os pontos (¢,y), onde ¢t é o dia e y é o percentual de visibilidade da lua no
dia t. Faca isso para todos os dias de junho.

Figura 8.22: Fonte: Calendario 365

Encontre uma funcao trigonométrica da forma y = a - sen(bt + ¢) + d que melhor se aproxima
dos pontos tracados. Use-a para prever a fase da lua nos dias 01 a 14 de julho. Compare o
resultado obtido por vocé com o que consta no site https://www.calendario-365.com.br/ca
lendario-lunar/2020/julho.html


https://www.calendario-365.com.br/calend%C3%A1rio-lunar/2020/junho.html
https://www.calendario-365.com.br/calendário-lunar/2020/julho.html
https://www.calendario-365.com.br/calendário-lunar/2020/julho.html

melS\V4z\nls)] MODELOS TRIGONOMETRICOS

Modelos Trigonomeétricos sdo 0s mais simples para se tentar compreender a natureza de um
fenémeno periddico. Esses modelos sao dados por sendides da forma:

f(z) = asen(bx + ¢) + d.

Conforme vimos na lltima secao, o médulo do parametro a é exatamente a medida da am-
plitude do grafico da funcao f, b esta associado ao periodo da funcao, calculado através da
expressao % enquanto c e d correspondem as translaces horizontais e verticais do grafico.

Note que o conjunto imagem de f serd o intervalo [d — |al|,d + |al].

VVamos considerar que haja um fenémeno periddico para o qual saibamos o seu periodo de re-
peticdo, dado por um nimero real 77 > 0. Dada uma colecao de pontos no plano cartesiano
que representam valores que relacionam duas grandezas x e y, onde x € o tempo e y esta as-
sociada a este fenémeno periédico, podemos tentar ajustar esses pontos por um modelo trigo-
nomeétrico. Observando nas ordenadas dessa colecdo de pontos 0 maior y,,,x € 0 menor valor
Ymin que aparece, podemos estimar o médulo da amplitude pondo |a| = % Estimando
também que yméx seja o maior valor assumido pela grandeza y, o maior valor assumido pela
imagem de f é |a| + d, logo |a| + d = ypmax, POrtanto, d = ynax — |al. Conhecendo-se o valor y,
associado ao instante inicial, estimamos que (0, y,) pertenca ao grafico de f. Fazendoz = 0, e
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supondo que a > 0, obtemos que y, = a - sen(c) + d, onde a = % Um valor aproximado
para c pode ser obtido através de uma calculadora cientifica ou gréfica (como o GeoGebra), ou
até mesmo, de forma mais grosseira, utilizando papel, regra, lapis e transferidor. Por fim, como
estamos admitindo que o periodo de repeticao do fenémeno periddico é conhecido eigualaum
ndmero real T' > 0, para calcular b, basta resolver a equacao:

27
o
oquenosdab = i%’r. Portanto, encontramos duas funcdes trigonométricas que sao "boas
candidatas” para modelar o fenédmeno periédico dado (uma com b > 0 e outra com b < 0). O
uso de uma calculadora grafica a partir daqui é fundamental na validacdo do modelo trigono-
meétrico, ou seja, na verificacao se de fato a funcao f representa bem a variacao da grandeza
y. Todo o raciocinio acima foi descrito considerando f(x) = asen(bx + ¢) + d, isto é, utilizando
como base a funcao seno, porém poderia ter sido realizado também com a funcdo cosseno.
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Pressao Arterial (ENEM 2017)

Atividade 23

(

Um cientista, em seus estudos para modelar a pressdo arterial de uma pessoa, utiliza uma fun-
cdodotipo P(t) = A+ Bcos(Kt) emque A, B e K sdo constantes reais positivas et representa
a variavel tempo, medida em segundos. Considere que um batimento cardiaco representa o
intervalo de tempo entre duas sucessivas pressdoes maximas. Ao analisar um caso especifico,

o cientista obteve os dados:

Pressdao minima 78
Pressao maxima 120
NiUmero de batimentos cardiacos por minuto | 90

A funcao P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi:

a) P(t) =99 + 21 cos(3t)

b) P(t) = 78 + 42 cos(3t)

( (
( (
c) P(t) =99+ 21 cos(2t)
d) P(t) =99 + 21 cos(t)

( (

e) P(t) =78 + 42 cos(t)

Maré baixa para realizar Snorkel

RAtividade 24

(

Taipu de Fora é um distrito da cidade de Camamu, localizada no Sul da Bahia, onde se pode

visualizar belezas paradisicas em suas praias, com mergulho de snorkel.

Figura 8.23: Fonte: Guia Viagens Brasil.com
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E necessario pegar a maré com o nivel mais baixo para curtir o mergulho com as maravilhas
do mar. (https://www.viajenaviagem.com/2013/04/como-usar-tabua-mares/)

BA - Camamu w 2020
Out/2020
Quinta - 01/10 Sexta- 0210 Sabado - 03/70
Hora Altura Hora Altura Hora Alura
03:14 T 2.09m 03:45 T21Tm 04:16 T 2.10m
09:27 4 0.18m 09:58 4 0.19m 128 4 0.22m
15:29 T 2.04m 15:58 T 2.04m 16:28 T 2.01m
21:38 4 0.1Tm 22:09 4 0.16m 22:40 4 0.18m

Figura 8.24: Fonte: Climatempo

Assumindo que o comportamento periédico das marés seja definido por uma sendide da forma
y = a - sen(bx + ¢) + d, encontre um modelo apenas usando os dados acima. Assuma também
que o ponto mais alto assumido pela maré na semana das medicdes foi 2,11 m e o mais baixo,
0,16 m. Utilize o modelo para realizar uma previsao sobre os hordrios do dia de domingo, 04/10
onde a maré atingird o ponto mais baixo e o mais alto. Quais os melhores hordrios para prati-
car snorkel naquele dia?



https://www.viajenaviagem.com/2013/04/como-usar-tabua-mares/
https://www.climatempo.com.br/tabua-de-mares

Os exercicios desta secdo séo baseados em da Silva Igndcio (2002)

EXERCICIOS .

5] CAPITULD

Um bloco esta preso a extremidade de uma mola tensionada, conforme mostra a figura a
seguir. Ao destravar a mola, o bloco passa a se movimentar em vaivém, levando sempre
0 mesmo tempo para retornar a posicao original (desprezamos atritos e resisténcias).

FUNCOES TRIGONOMETRICA

NN I

Nesse sentido, qual o grafico que melhor representa a posicao horizontal y do bloco em
funcao do tempo? Justifique sua resposta.

d)
a)Y y
0 tempo ¥
tempo €)
b) po
|
tempo
¥ mp tempo
W (L=} II'-FU
<) fiNenhum destes. Desenhe.
tempo
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Temos duas funcbes representadas no mesmo sistema de eixos cartesianos, conforme
podemos ver a segulir:

/f

a) Compare os periodos de f e g.

b) Compare as amplitudes de feg

Nas imagens a seguir, temos funcdes periddicas representadas graficamente. Pinte um
intervalo em O, que corresponda ao periodo dessa funcao

a)

Quais das imagens a seguir podem representar funcdes periddicas? Justifique suas esco-
lhas!

’ VAV

—



c) d)

e) f)

IERAVAA

Ailustracao a seguir mostra o grafico da altura de uma bandeira em seu mastro em varios
momentos.

a) Descreva o movimento da bandeira levando em conta sua altura em relacéo ao
tempo.

b) Este gréafico pode descrever uma funcao periddica? Justifique.

Uma torneira danificada comeca a gotejar em um balde com dgua. Uma pessoa, obser-
vando, notou que do primeiro para o segundo pingo decorreram 40 segundos; do segundo
para o terceiro, 20 segundos; 10 segundos do terceiro para o quarto e assim por diante.
Esse seria um fenémeno periddico? Justifique.

Retorne ao Para Refletir: Roda Gigante Virtual e ao seu grafico vistos no link do GeoGebra.
Imagine que essa mesma roda-gigante agora roda mais rapido, levando duas vezes me-
nos tempo para dar uma volta completa. Esboce o grafico das duas situacdes: a inicial,
em que a roda gigante leva um tempo t para dar uma volta completa, e a nova, em que
a roda gigante leva a metade desse tempo para dar uma volta completa. Justifique sua
resposta.
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u Sejam os pontos P, Q e R no circulo trigonométrico a seguir. Qual o nimero real z, com
0 < x < 2w associadoa P, Qe R?

0 triangulo equilatero ABC esta desenhado no circulo trigonométrico de modo que A, B e
C sdo pontos do circulo trigonométrico.

a) Quais sdo os ndmeros reais 0 < z < 27 que tém imagens nos vértices desses trian-
gulos?



b) Que numero real é simétrico, em relacdo ao eixo vertical, ao real 2 no circulo trigono-
métrico? E em relacao ao eixo horizontal? E em relacdo a origem (0, 0)?

Na figura, tem-se um hexagono regular ABCDFEF com pontos sobre o circulo trigono-
métrico. O vértice A é aimagem do nimero real zero. Obtenha os nimeros reais entre 0
e 2w associados aos outros vértices desse hexagono.

N0

[ oB

oo

o4

-8 =D& 04 <02 D o2 o4 08 -E}

5] CAPITULD

FUNCOES TRIGONOMETRICA



SJ CAPITULD

FUNCOES TRIGONOMETRICA

Glossario do Capitulo

Amplitude - Parametro associado a uma funcao periédica, mede a metade da diferenca entre
o0 valor maximo e o valor minimo obtido por uma tal funcdo (quando estes existem). Geometri-
camente, representa a metade da largura da menor faixa horizontal que contém o grafico da
funcdo periddica.

Circulo Trigonométrico - circulo unitario com centro na origem do plano cartesiano R?, utilizado
como referéncia para calculo de senos e cossenos de nimeros reais.

Frequéncia - Parametro associado a uma funcao periédica, definido como sendo o inverso mul-

tiplicativo de seu periodo. E um parametro importante no contexto das ondas sonoras para
diferenciar um som mais agudo e um som mais grave.

Funcdo de Euler - Funcdo sobrejetiva que transforma a reta real no circulo de centro na origem
e raio 1 (circulo trigonométrico). Denotando esta funcao por “E", cada nimero real ¢t determina
um arco no circulo trigonométrico com comprimento |¢t| e extremidades dadas pelos pontos
(1,0) e E(t). O arco é construindo seguindo o sentido anti-horario a partir de (1,0) set > 0eno
sentido horariose t < 0.

Funcao Cosseno - Funcao periddica que associa cada nimero real ¢ a abscissa do ponto E(t),
onde E é a Funcao de Euler.

Funcao Periédica — Funcdo real “f" para a qual existe um ndmero real positivo p tal que, para
todo nimero real x em seu dominio, com x+p também pertencendo ao dominio, apresenta
mesma imagem nos pontos x e x+p. Sao utilizadas para descrever matematicamente fen6-
menos periddicos

Funcdo Seno - Funcao periddica que associa cada nimero real ¢t a ordenada do ponto E(t), onde
E é aFuncao de Euler.

Fenémeno Periddico - Fendmenos que se repetem exatamente da mesma maneira com o pas-
sar do tempo.

Periodo — Comprimento de um intervalo do dominio de uma funcdo periédica no qual os valores
das imagens e o comportamento do seu grafico se repetem.

Radiano - Unidade de medida utilizada para mensurar o tamanho de um arco de uma circun-
feréncia. Um arco de uma circunferéncia que mede 1 radiano tem o comprimento exatamente
igual ao seu raio.

Senéide - Grafico de uma funcdo envolvendo a funcdo seno, cujas imagens sao calculadas por
uma expressdo da formay = a - sen(bx + ¢) + d, onde a, b, c e d sdo constantes reais e a e b sdo
nao nulos
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